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本 书 主要 介绍 两 种 类 型 的 分 裂 法 ， 一 种 叫做 “ 算 子 分 型 
VS. 以 解决 算 子 的 复杂 性 为 目的 . 另 一 种 叫做 “区 域 分 裂 法 ”， 
以 解决 区 域 的 复杂 性 为 目的 。 前 者 以 局 部 一 维 化 方法 为 
基础 ,后 者 以 Selwarz 筑 法 为 基础 。 

阅读 本 车 寺 要 其 备 数值 分 析 的 一 般 知 识 。 本 书 可 供 高 笑 
学 校 计算 数学 专业 高 年 级 学 生 及 研究 生 参考 ， 也 可 供 理科 其 
它 专 业 师 生 、 计 算数 学 工作 者 或 其 它 利用 电子 计算 机 从 事 科 
学 计算 的 科技 人 员 参 考 。 
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出 版 说 明 


《计算 数学 从 书 > 是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 的 计算 数学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 人 参考 
读 饭 读者 对 象 主 要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 党 
生 、 研 究 生 , 亦 可 供 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 
及 工矿 企业 、 科 研 单位 从 事 计算 工作 的 技术 人 员 参 考 . 

本 从 书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主要 进展 及 其 适 
用 范围 和 实用 效果 . 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专题 
的 近代 发 展 作 综 合 性 的 介绍 , 内 容 简明 扼要 ， 重 点 突出 ， 有 分 
析 , 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动身 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 ， 

本 从 书 已 拟定 的 选 题 计 有; 《线性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
jk» «Sb e» icio E B c» Ag FRE AEG EL BE «X e 
列 夫 空间 引 论 >.% 计 算 组 合 数学 ?>、《 样 条 与 播 值 ?、《 不 动 点 算 
法 3、《 广 义 迹 矩 阵 的 基本 理论 和 计算 方法 >、《 非 线性 方程 的 区 
间 算 法 >、4 奇 异 援 动 中 的 边界 屋 校 正法 >、《 沃 尔 什 务 数理 论 与 
应 用 ?>、“ 多 项 式 最 佳 逼近 的 实现 ?、%& 曲 线 曲 面 的 数值 表示 和 
逼近 >》《 含 入 误 送 分 析 引 论 >、《 解 边 值 问题 的 迎 辽 金 法 >、< 非 
线性 方程 组 迭代 解法 ?> 外 推 法 及 其 应 用 > 蒙特 卡 罗 方 法 ?、 
< 发 展 方程 的 有 限 元 方法 >、《 数 值 解 高 维和 偏 微分 方程 的 分 裂 
法 > 等 二 十 余 种 , 于 1980 年 初 起 陆续 出 版 . 
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近 三 十 年 来 偏 微分 方程 的 数值 解法 是 处 在 迅速 发 展 的 时 
期 ， 一 方面 是 由 于 从 工程 及 应 用 科学 方面 提出 需要 求解 的 数 
学 物理 问题 越 来 越 复杂 、 越 来 越 多 ; 另 方面 是 日 益 迅速 发 展 的 
计算 技术 提供 了 解 算 这 类 问题 的 可 能 。 既 有 需要 , 又 有 可 能 ， 
关键 在 于 数值 分 析 工作 者 能 不 能 提供 与 之 相 适 应 的 有 效 计算 
Jii. 

这 本 小 册子 企图 从 某 种 角度 来 阐述 解数 学 物理 问题 的 一 
些 基本 原则 ， 即 如 何 将 一 复杂 的 数学 物理 问题 化 成 一 系列 较 
简单 的 易于 在 计算 机 上 求解 的 问题 .我 们 所 指 的 “复杂 ”有 两 
方面 的 含义 : 一 是 指 求解 区 域 的 不 规则 性 ; 另 一 是 指 求解 算 子 
的 高 维 、 非 线性 等 . 处 理 这 种 复杂 性 的 基本 原则 之 一 就 是 分 
Zik. 

ΒΕΠ ο ο στ MC DC πὲ αν δι 
UU. 以 解决 区 域 的 复杂 性 为 目的 ; 53 ΜΗ ΑΕ A ERE 
以 解决 算 子 的 复杂 性 为 目的 ， 前 者 以 Sehwarz 算法 为 基 Ri 
后 者 以 局 部 一 维 化 方法 为 基础 . : 

本 书 的 特点 是 以 主要 精力 阐明 分 裂 法 的 基本 原理 与 方 
法 , 而 算法 的 细节 则 通过 一 些 典 型 的 例子 来 说 明 ， 由 于 这 些 
数值 例子 都 是 我 们 精心 挑选 而 又 迪 自 计算 的 ， 我 们 把 它们 当 
作 本 书 的 重要 组 成 部 分 ， 读 者 如 果 要 应 用 分 裂 法 去 解 算 自 己 
面临 的 实际 课题 ， 则 认真 地 看 一 看 这 些 例 题 不 会 是 毫 无 帮助 
的 . 


本 书 的 男 一 特点 是 注意 到 解数 学 物理 问题 的 并 行 算法 ， 
特别 是 最 近 儿 年 新 发 展 起 来 的 一 类 “异步 并 行 算法 ” 这 类 算 
法 既 适 用 于 单 指令 多 数据 流 系 统 (SIMD), 也 适用 于 多 指令 多 
数据 流 系统 MIMD), 特别 是 异步 并 行 计算 机 系统 . 

本 书 初稿 曾 作 为 武汉 大 学 计算 数学 专业 77 级 与 78 级 选 
修 课 “ 偏 微分 方程 的 分 裂 法 ”教材 , 每 周 讲授 两 学 时 , 并 配 以 一 
定 的 计算 实习 , 一 学 期 学 完 ， 我 们 当时 认为 , 这 些 即 将 毕业 的 
同学 当 他 们 走 上 工作 岗位 时 可 能 面临 大 量 多 样 而 又 复杂 的 数 
学 物理 问题 需要 他 们 解 算 .“ 陈 法 ”照搬 并 不 总 是 行 得 通 的 ， 
但 我 们 提供 的 解决 问题 的 基本 思想 方法 与 原理 原则 ， 对 他 们 
可 能 具有 更 加 实际 的 意义 . 

关于 区 域 分 裂 法 的 文献 不 多 ,我 们 主要 参考 B. 
Kanmropomzs 与 B. M. Hpsuos 的 书 «Πρπόπηκοπημθ MOTOM 
ΒΗΟΙΠΘΡΟ amagusa» 中 的 第 七 章 以 及 C. D. Maxim 的 书 < 二 次 
泛 函 的 极 小 化 问题 >， 关 于 算 子 分 型 法 的 文献 甚 多 , 这 部 分 主 
要 取材 于 D. H. Mapsyk 的 书 «Methods of Numerical 
Mathematies» 1975 年 版 , 

本 书 是 为 已 具有 数值 分 析 的 一 般 知 识 的 读者 而 写 的 ， 例 
如 已 读 过 李 荣 华 、 冯 果 忱 编 * 微 分 方程 数值 解法 > 一 书 的 读者 
则 看 此 书 将 无 困难 . 

本 书 的 第 一 部 分 由 上 康 立 山 与 陈 艇 屏 所 号 ; 第 二 部 分 由 康 
立山 、 全 惠 云 和 孙 乐 林 所 写 ， 限 于 著者 的 学 识 水 平 , 书 中 缺点 
错误 在 所 难免 ， 如 蒙 指正 , 则 非常 感谢 . 


作者 ”1989 年 8 月 于 武汉 大 学 
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第 一 部 分 算 子 分 裂 法 


m 


5] 


算 子 分 裂 法 将 分 两 个 部 分 介绍 ， 先 介绍 解 定 常 问题 的 算 
子 分 裂 法 , 然后 介绍 非 定常 问题 . 而 后 者 又 分 三 个 内 容 : 一 般 
I SET 4) RUE: 一 些 特殊 的 算 子 分 慑 的 例子 , 其 中 包括 交替 
方向 法 与 局 部 一 维 化 法 等 ; 弱 有 逼近 理论 与 算 子 分 裂 ， 这 一 部 
分 还 包括 一 些 数值 例子 . ο 

这 里 先 介 绍 一 些 概念 .记号 与 引 理 , 它们 在 以 后 的 章节 里 
将 要 经 常用 到 , 其 中 大 部 分 可 能 是 大 家 熟知 的 .为 统一 起 见 ， 
我 们 仍 简 述 于 下 ， 

RARR OCR (n H Euclid 空间 ), Ἠ A P e= 
(ma, to, »'', Da), 


空间 Ls (2), 45 
[[ Paz| <o, 
则 f EL:(0). 
内 积 


(fa 19) 一 | fafaa, εν 
. |^ 7:6 (9), 
(fu J= | f; fads, 


模 If1= (7 f). 


-ᾱ--- 


以 后 由 于 某 种 需要 , 在 LOCO) E nt se Bp 2g PE. 即 选 
Jk Za 人 2) 的 子 空 间 . 

空间 HQ) (mm 一 0，1，2，…): 

a= (αι, αν. … αν) (os 为 非 负 整数 )， 


D'- Aou (el-2«) 


Dri Orr 


z D*f€ L(Q) (alm), 
则 fc H^(0). 
TES 
(fs. fuc Ὁ) Gej Dfa), fs. fE HO), 
模 Ifa A Pn. | 
HO) =L fE EA); f=p «ΕΤ E). 
ο μας 
Auf U Q 内 ， (D 


其 中 4 是 一 个 m 阶 线性 微分 算 子 ，f 是 2 的 函数 ， 设 fE 
Zs(8)， 求 (了 D 的 解 “ 等 价 ” 于 确定 使 得 

(Au—f, v) -0, VvE LaO). (2. 
这 就 需要 vE 五 "2)，-4: H"(Q)L.(Q), 321155 LO) 
的 子 空间 如 ”8) 为 算 子 4 的 定义 域 , 并 记 作 90D. BUT 
κας H"(Q), vE LaO), 1κ 33 m 较 大 时 , 问题 (2) 的 求解 就 
困难 一 些 ， 从 计算 的 观点 来 看 最 好 是 降低 对 尺 的 要 求 ， 以 使 
4 与 0 的 光滑 性 要 求 差不多 .通常 这 一 目的 可 以 通过 对 (2) 
的 左 端 进行 分 部 积分 ( 当 n=1 时 ) 或 应 用 Green. jg Xl (5n 
一 2 时 ) 来 达到 ， 

例如 , 当 4= 一 4 时 (4 为 Laplace 算 了 ), 记 


= 9. ... -6-) 
ve ’ Ox, ᾿ 


有 Green 公式 
(Vw, ο (de, 0) ο 
πε H*(Q), ος EO), (8) 
其 中 D. 表示 关于 工 的 外 法 线 方向 的 微 商 ， 放 当 4 --ᾱ 
时 ,应 用 (8) 后 , (2) 可 化 成 
(ὕω Ve) - CR, ο)- Cf, ο), (9 


Xd; Έξι, vc HQ) A. 
当 我 们 解 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 


f —4u-f TY OW, 
1l ulr=9 (5) 
πι 其 弱 形 式 为 , 求 xE Ηφ(Ω) 8 
(Vu, Vo) — Cf, v), Voc Hi(Q), (6) 


这 时 ww 称 为 问题 (四 在 Γαπορκππ 意义 下 的 弱 解 或 广义 解 。 因 
为 从 计算 的 观点 来 看 ， 解 问题 (6) 要 比 解 问题 (四 容易 些 ， 由 
于 问题 (6) 要求 ulr 一 p, 故我 们 要 限制 wE H). 但 车 为 第 
三 边 值 条 件 时 , RE 


S rap TI (T) 


则 求 弱 解 的 问题 就 化 成 求 vc H (0) 使 得 
(Vu, Vo)— ép— au, W=(F, v), VvE HQ),. (8) 
这 样 一 来 就 不 再 需要 另外 考虑 边界 条 件 了 ， 只 需 w% vE 
五 (0) 即 可 .这 将 给 数值 求解 带 来 很 大 的 方便 . 
一 般 地 , 若 Α.Φ-»Το(Ω), 则 称 (9) 的 子 空间 为 算 子 
A 的 定义 域 , 记 作 中 (4)， 下 面 对 定义 在 线性 流 形 上 的 一 
TREAT A 作 进 一 步 的 描述 ， 


1. 4550{4 为 半 定 ) 


* (Ap, ϱ)30, Voc, 
HZgiEoCdÓ. 011 
(Ag, φ) --0, 


2. Α750(4 是 正 的 ): 
(Ap, φ)»0, YPE H. 970, 


3. A 正定. 
车 存在 常数 y 0, 使 得 
(Ap, 9) 2vy(o, p), Vo€ o, 

E E AARRE, 则 由 4:20 可 知 AEE. 

4. A'CA KRAT): 

若 满 足 Lagrange 恒等式 

(ΑΦ, ψ) = (p, A), pE), ψς Φ(Α3). 

以 后 我 们 总 设 4 的 共 轿 算 子 A 是 存在 的 ， 且 在 下 述 意 
FERR AFA prop, A * o, W YEDA, BAR 
PRA Αφ --ω, 

-A 18Η 294 
d? A= A* D(A) CA"), 

IURE I Wi d$ OCA) OCA"), ΝΑΟΙ 
RE AO, 

实际 上 ， . 

(Αφ, i) — (p, A) -0, Vo, PEDA). 
例如 ,车 4= 一 4, Φί--Δ)- ΠΠ(Ω), 由 (3) 知 
(— 4p, ij — CVo, VD)= (p, --4ψ), Vo, c HA), 
ΑΔΗ RHET. M pp BI, ERER 
Μπ C- 4o, 9) - (Vo, Vg), 
只 要 只 不 为 常数 则 必 有 (一 4p, φ) 20. Ἄβῆφε Η5(Ω), ΒΕ 


me 4 πε 


9 为 常数 , 则 φΞΞΟ, ΜΕ C— A) JÉIE BR, ED — 47 0, 
若 应 用 Friedrichs PER”, 
(Vo, Vg) 2y(9, p), φ|τ--0, 
就 有 (— Ap, ϱ) zy(o, 9), VpC Ηδ(Ω), 
即 算 子 (一 4) 在 H$ (0) E J&1E e f. 
ἜΤ IE Fourier 级 数 问题 . 它 在 后 面 的 算法 分 析 中 起 


着 重要 作用 . 
大 ASO, 考虑 两 个 谱 问 题 : 
Au NCA, (9) 
Αα - AC A*)u*, (10) 


设 齐 方程 9) 与 (10) 各 产生 一 个 完全 的 固有 函数 系 , 分 别 记 作 
{ww} 与 uw}, 它们 已 标准 化 如 下 ; 
s~ 1, n—m 时 ， 
(ων μὸν) -1 0, nm 时 ， 
其 相应 的 固有 值 ACA) € [α(4), pl RAKE Ἢ HR 
数 系 称 为 双 正 交 基 ， 在 完全 性 的 假定 下 ,任何 函数 了 EBCA) 
与 六 EB(A*) (为 简单 见 , 以 后 记 OCA) η 9, id 0(A* Jy d") 
均 可 表 成 如 下 的 Fourier 级 数 形式 ， 
SEE fa 
f-XNf. 
其 中 fi, Us): 1η (ον V»). 
例如 , 我 们 考察 下 述 固有 值 问题 : 
| —4u-hu F Q-i(an, αγ) [0ο c 1M, 
αἰτ--0, 
5 Sg C. T. Muxxau, Bapmaumsonuse Mero B Ματοματηπθοοποῦ 
Φπθπκο, Tocrexugan, 1957, $ 22. 


一 δ ow 


它 有 一 个 完全 的 标准 正 交 固有 函数 系 
Un = 28in marc, Sin PATa, 
m1, 2, $», 
p=], 2, »»', 
其 相应 的 固有 值 为 
Ampl — 4) 一 (m? tp» στὸ, 
Ht λπρί-- 4) € [ραἳ, ο], XXE a(— 4) —222, ρ(-- 4) =, 
X. (— 4g, p) >2r?(p, p), 
故 (一 候 是 正定 的 , 这 时 y 222, 
对 于 FB( 一 候 中 的 任何 函数 8g 可 展 成 Fourier 级 数 
φέσι, 23) = 22 21 One, 
RUE 0mp 一 (p, Ump). 
上 述 问题 的 5 点 差分 模拟 ( 取 步 长 有 ~ 2). 
d T Q2 EZR), 
u*|r,-- 0, 
ERARE EREA H Bum)”, 其 分 量 为 
4 一 28im mak sin palh. 
m=1, ο στην N-—1, 
p=1, 2, 85 N-i, 
其 中 5 了 是 固有 岗 量 un HARRE. 它 相 应 的 固有 值 为 


Ina CA )- e (sio? P mah + sin 5 prh Eme, 
κ) ΜΠΑΝΙΑ BUS UBI 


(Umino Umap) ) = 及 3 PD mapat 


[uno (unos ΠΝ 


故 有 As CA?) € ge zh, Li 2h], 即 


«( A) 一 UE B gin? zh , p( A -— cos? T. 


UE 


" A 194), ΒΒ sins S = —O(h5); 


cos? zh --1-- Ο(1Δ), 
zx Jai nC AP) 一 22?—O(h?), 
λπατί 43) νεος. 


它们 从 下 方 逼近 λ(-- 4) 18 3. 
在 算法 分 析 中 另 一 重要 工作 大 对 算 子 的 模 进 行 佑 计 ， 
算 子 4 的 模 定义 如 下 : 

(Ap, ΑΦ) _ -n p A Ap) 

(e) b Dc “Ὁ 
WAHT A'AO m ΠΕΠ, 故 它 存在 固有 值 入 (44) 
Ξ:0 及 固有 函数 系 fu), 设 它 是 完全 标准 正 交 的 ， 则 2 可 表示 
为 


| Aj?- P 


P= 21 gut, (12) 
其 中 9,7 (9, Un). 
将 (12) 代 入 (1 并 利用 fs} 的 正 交 性 即 得 
» DAAA) p i 
[4] 一 AUD, SA (13) 
Hok QA Fourier 系数 空间 .由 (13) 易 知 
IA = Anal A*A) — pCA* A), (14) 


它 称 为 算 子 4*4 的 谱 半 径 ， 一 般 谱 半 和 色 是 这 样 定义 的 
pA) =sup{ |XCA) |}. 


车 A" — A, Wi Ba (14) np Ag 
pCA) — jA]. 
考虑 Ls(Q) 上 的 一 固定 的 闭 正 算 子 CO， 我 们 将 称 它 为 能 
HAT. TE 
(Cp, p)>0, VpE Φ(0), 
Β Φ(Οὺή: LOOPRE, ΒΙΧΙΤ ΤΕΕ SELO), hi 
πιᾶςοςφ(ο), EIS- gie 其 中 8 为 任意 小 的 正 小 数 . 
车 (0) 一 BCC*), 则 
(O*p, p) = (p, Cp) = (Oo, v), VpC O(O), 
所 以 有 (Op. e)- ($004 03e. o). 
其 中 6-lioec gil SET. EN 
内 积 | 
(f, We= COf, g) 
与 模 
lol (οφ, 9) = (p, p)e= (Cp, p)= (p, 9)«- lois. 
它 称 之 为 能 量 模 ， 
对 于 能 量 模 有 估计 式 
loi2«]Cilo?*-e(C)lof*. 
最 后 , 我们 讨论 一 类 特殊 矩阵 的 模 的 估计 ， 它们 将 在 考 
碟 离 散 化 后 的 算 子 分 裂 法 时 经 常用 到 . 
3:81 HARAT 43203 8" Lb, WHEN 
0, 有 估计 式 
IG oA) <1, 
Hob 1 RREME. 
证 


8 一 


1(I+oA)- 12. qax 04) 7 o. (T+oA)- p) 
ος Ἀπ (9, p) 


作 变 换 
由 = (+A), (45) 
则 


i Gp, p) 
[T +04) rl TR 


= maj Του (A. D n . oC Αψ, 2» 
εί Ch, v) (b, V) 
因 4350, 02-0, 故 上 式 右 端的 分 母 不 小 于 了 引 理 得 证 ， 
注 ΠΑΟ, o>0, 则 有 
IG 64) |<1 
引 理 2 (Kellogg 5] BID zig Ee Ἡ F Α250 Τ R^ E, 则 
对 任何 参数 0770 有 估计 式 
I(I—c4AD0 (140A) 3| «1, 
证 注意 到 变换 (15), 有 
[(I—o4) oA) 1l? 
max (040-004) gp, (1--σβ)(14σ4):19) 
per” (p, p) 


max CL 04). IT-04) 
vem ((T σ1)ψ, 1ΥσΑ)Φ) 


(Ψ. ψ) --2σ(Αψ, Y) to? CA, Ap) 
Cem Qj ή) 2o C, V) ce CAM AD ^L 
引 理 得 证 . 
Ed 1450, o>0, 则 有 
[(r-c4) G t 64) <1. 


+2 £ A20, σΞΞ0, WË 
[(11-σΑγ-1(]--σΑ}]--1, (16) 
证 ”这 只 要 注意 到 (Tc4) 寺 与 一 4) 的 可 交换 性 即 
得 ， 实 际 上 , 由 恒等式 
(I-o4)7(I—-oAÀ)- (Ito A)(I-—G0À) t, 
Wir oA) -1(I 一 o4) 并 注意 到 (1+o4) 与 (I-04) 
可 交换 , 即 得 
(1--σ4):1(1-.σ4) — (I—cA) (140A), 
今后 提 到 Kellogg 引 理 时 , 也 包括 估计 式 \16). 


δ 
i 


第 1 章 


解 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 


解 定常 数学 物理 问题 的 算 子 分 裂 法 的 发 生 与 发 展 是 与 解 
非 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 的 研究 紧密 相连 的 . ΤΑ} ΔῚΣ 
最 原始 模型 一 -- 隐 式 交 土方 向 法 A. D. I. (alternating 
direction implicit method) dE D. W. Peaceman, H. H. 
Rachford 及 J. Douglas 在 1955 年 提出 来 的 ， 因为 解 二 维 
以 上 的 初 边 值 问题 的 显 格式 的 不 稳定 性 迫使 人 们 从 稳定 性 能 
较 好 的 隐 客 式 中 找 出 路 离 维 问题 的 一 般 隐 格式 导出 的 方 
程 组 并 不 总 是 容易 直接 求解 的 ， 而 当时 人 们 对 解 一 维 问题 的 
隐 格 式 方程 组 却 积 累 了 很 好 的 经 验 ， 特 别 是 解 具有 对 角 优 势 
的 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 十 分 有 效 ， 从 而 产生 了 A. D. I 算 
法 ， 这 个 方法 一 出 现 就 吸引 了 许多 人 ， 英 美学 者 在 这 方面 作 
了 很 多 工作 .几乎 是 在 西方 学 者 发 展 Δ. D.I 算法 的 同时 ， 
苏联 学 者 CaarapeFIH、MapdyEK、HRaeEo 等 发 展 了 一 类 解 高 维 
数学 物理 问题 的 * 经 济 ” 格 式 ， 人们 称 之 六 局 部 一 维 化 方法 D. 
O. D. (locally one dimensional method), 这 类 方法 原 是 用 
于 差分 离 敬 化 烙 式 的 , 后 来 也 应 用 于 变 分 离散 化 或 变 分 -差分 
离散 化 阁 式 . 人 们 称 这 类 算法 为 分 裂 法 (splitting method), 
因为 这 类 算法 的 基本 思想 是 算 子 的 分 裂 ， 其 目的 是 将 一 个 复 
杂 的 算 子 分 型 威 一 些 单 一 的 算 子 ， 从 而 使 一 个 复杂 数学 物理 
问题 分 裂 成 一 系列 较 简 单 的 问题 来 求解 . 算 子 分 裂 的 方式 则 
是 多 种 多 样 的 , 有 从 算 子 降 维 来 分 裂 ( 如 交替 方向 法 与 局 部 一 
5 


维 化 法 ); 有 的 从 算 子 各 分 基 所 反映 的 不 同 物理 性 质 来 分 发 
《如 按 扩散 项 与 对 流 项 分 裂 , 或 按 大 尺度 量 与 小 尺度 量 分 裂 等 
等 ) 也 有 按 算 子 各 分 量 的 不 同 数学 性 质 来 分 裂 ( 如 按 线性 项 
与 非 线 性 项 来 分 裂 等 )， 为 了 区 别 于 “区 域 分 裂 法 ”， 我们 把 这 
类 分 裂 法 统称 为 “ 算 子 分 裂 法 ”. 

”有 有关 算 子 分 裂 法 的 文献 很 多 ， 而 且 这 类 方法 应 用 到 许多 
领域 上 为 了 集中 介绍 该 方法 的 最 本 质 部 分 , 我 们 将 不 逐个 
地 去 讨论 各 种 具体 问题 的 各 种 具体 格式 ， 而 是 抓 住 算 子 分 改 
芍 共 同 特征 , 讲 清算 子 分 裂 法 的 一 般 原 理 。 至 于 这 些 基 本 原 
理 在 具体 的 数学 物理 问题 上 的 应 用 ， 我 们 则 通过 一 些 模 型 间 
题 来 说 明 . 

在 这 一 章 里 我 们 只 讨论 离散 化 后 的 数学 物理 问题 的 解 
法 , 而 不 管 它们 是 用 什么 方法 离散 化 的 (差分 法 、 有 限 元 法 或 
其 他 方法 )。 记 以 我 们 考虑 的 算 子 将 是 矩阵 . 


$1 MERR 


我 们 讨论 线性 代数 方程 
Ap —f (1) 
:的 解法 , 其 中 4 是 矩阵 ,9 与 了 是 向 量 . EA 0, dE ACA) 7.0, 
通常 解 ( 革 之 简单 迭代 格式 如 下 : 
ghi gi . 
M C Api =f, p=0, (3) 
Ti 
j=0, 1, 2, el 
其 中 τι 为 迭代 参数 ,通过 压缩 误差 分 量 原理 来 优选 vj, 使 格 
式 (2) 收 全 最 快 ， 如 简单 近代 法 、'Te6smes 半 和 迭代 法 等 都 是 属 
于 这 种 类 型 ， 我 们 的 目的 是 要 拉 广 这 种 近代 格式 ， 
— i2.— 


为 了 介绍 这 类 格式 的 研究 方法 , 我 们 从 下 述 简单 格式 


jio 
PP La POEP cg, geo, (3) 


j—0, 1, 2, =, 
开始 讨论 ， 这 个 格式 仅 含 一 个 参数 *， 我 们 分 两 步 讨论 : 先 
研究 它 的 收敛 性 ， 然 后 再 优选 参数 *,， 为 此 ， 把 它 改写 成 形 
XC 
(1+3 A)” -(1— 2. A)oh f, ho 
j=0, 1, 9, εν. 
ο A) A 同等 复杂 , 解 上 述 方程 的 每 一 个 都 与 角 


HEO HRA KER (及 实 际 上 是 不 好 的 ， 但 它 作 为 算 
法 理论 分 析 的 格式 却 是 很 有 用 的 . 
我 们 从 上 式 解 出 网 来 得 到 显 形式 ， 


phi- (1 i$ 4) (7 --ᾱ αρ--(τ LE 4A) f. 4 
由 于 A70, 对 于 任何 正 数 e, 由 Kellogg 18848111 
ο 
ΜΕΣΑ (8) ἈΠ EA τ 50 均 收 敛 . 
TERMAH Hc 4 352} EREKE τ, 使 格式 (3) 收 
敛 得 最 快 . 
ELT CD) Z RE o 满足 (3), 因而 也 满足 (4), 即 


p=(1+3 4) (1—3 Α)ρετ(11-Ξ.4) f, (€ 
(5) 5 (4) HI, 并 记 e? — o-- 9. 则 得 误差 向 量 e^ 的 方程 
Ett (I tZ 4) (1-4 Ae. 85 =p, (6 


— 18 一 


1-0, 1, 2... 


-ᾱ 
τα = s ES 
.. παν) (0-22) 
H (6) 可 得 
e= Tie’, Cn 
、 Au= wm, 
ἃ ie 


确定 一 完全 国有 向 量 系 fj， 相 应 的 图 有 值 和 >0 AC 
[α(4), p(4)], 其 ok4) 与 p(4) 分 别 为 4 之 最 小 与 最 大 固有 
值 . 将 8" 按 4 的 固有 向 量 系 展开 ， 


m 
85 = Σ δέν 
"n 


其 中 e= (e, wx)， 将 它 代 入 (7) 得 


T 
l- Finy 
ei TUS efu, --) οὐ Ti, ΝΟ ΕΙ ) Un. 
n n n l4. 
车 要 和 使 误差 分 量 得 到 最 佳 压缩 , 必须 选取 人 使 


f T 
1-3 化 . 
=D, 


max ἰ------- 
eA) pA) i14 Φ 
f 2 


容易 看 出 在 所 考虑 的 区 间 里 函数 


1-.5- ῳ 
fG)- — 


lE 


关于 2 是 单调 的 ， 对 于 国定 的 * 它 在 区 间 的 端点 达到 极 值 ， 
因此 只 要 由 下 式 来 决定 * ΠΠ. 


vl 1-Ga(A)| | 1--5-ϱί4) . 
1+ aA) 14-5 ϱ(4) 
由 此 可 得 ΠΝ 
τ-2/ψΨ/'α(ά)ρζΑ). 9) 
这 时 有 
1—7 (4) _ 1- aC A)/p(À) 


I σενα 
这 就 是 说 , 车 按 (8) 选取 参数 w MER J 次 后 , 初始 误差 的 每 
一 分 量 至 少 压缩 | 了 zl! 售 ， 为 了 刻 划 这 一 迭代 过 程 的 渐 近 收 
ΑΕΒΕ, RAER CGE, 8+1), 从 (6) 得 
(eitt, εὐ) = (Tre, Te), 
M j—co 时 , sf 中 只 有 相应 于 系数 含有 jz"| 的 宕 之 分 量 占 绝 
对 优势 . 故 有 
[ep τε], 

Bp leti = [Tle]. 

一 般 地 , RIIE LMU e SEXE BE D 


s-lim(- 1n 1871 E (9) 


当 我 们 依 (8) 选 取 z 时 , E (9) AG FUE (5) A HIE ORE 
1 一 waC4)7p( - 
1c VaCA)/p(À)* 

4 的 情态 数 PCA) -o0CA)/aCA), ἡ ap Bj, ΒΡΕ 4 
为 病态 时 , 有 


S= 一 ]m 


[Τ.!--1-9//Ῥ, 
因此 有 渐 近 敛 速 
-一 了 一 


zIn(1--2/4/ P) «2/4/ P. 


s-—1n 


dou 
1—2/4/P 


82 简单 的 算 子 分 裂 : 4 一 41+ 4s 
我 们 把 迭代 格式 (2) 推广 到 一 般 形式 . 


BLE + Ag f, =o, (10) 
450, 1, 2, --., 
其 中 B 为 某 一 正定 矩阵 ， 


设 470, 这 时 人 有 唯一 解 p, 我 们 分 裂 算 子 4 为 
A= Ait Ás, E. Αι 0, 4.320, πι v,7- 70, 


B-(1--5 A (1-5 4.). 
这 样 , (10) 就 取 下 述 形 式 : E 
(1-4) 4:) g=, 9-0, (11% 
1-0, 1, 9, e, 
解 出 o 得 
é*-(r-£4) (1-24) 
x |(1- Z A)T- Z Aa yf | 
下 面 证 明 迭 代 格 式 (11) 的 收敛 性 ， 为 此 考虑 误差 向 量 
6’--ῳ--φ' 满足 的 方程 


ο ο (1-54) 


x (1- TAa), 


-i 


作 恋 换 s-(r-2 Aa Jes, 
MERER 
gc (147 4, ) (1-44 )(1-4 4) 


ome) ο 


iie o4) (1-44) 

J-iayreia) 
由 Kellogg 引 理 可 知 有 | 
(re$) G-$4) 
feci) 


记 TifTa—9—4d, WA 
[e^ | virale! = ole] « ale] treo]. 
24 joo R}, Ἢ [67] 50, Bp 
Ῥ 
| 1-5 hs js 


ΜΗ 


le]. 


—n1, 


—T"a« dl, 


|». 
由 于 4570, dic (1-27. Aa ) 的 逆 存 在 ,因此 有 Le 190, 


Ep lim φ’--ῳ, 


d 
收敛 性 得 证 . 
下 面 讨论 参数 = 的 优选 问题 ， 由 e» 得 


ΚΠΣ (GR 4 ια: ) 9 Agi =f, 


— 17 -ο 


41 o Hi a qM ig 
ο μυ 
HTL, MR CL Rr ος E — HORS 
^4 B T, SUE 
-(§) 44: 
得 到 的 ， 当 我 们 没有 关于 竹子 Αι $ As 前 其 他 信息 时 ， 就 
(8) 作为 选 代 格 式 (1) 的 参数 ， 由 于 格式 是 收 全 的 , 故 当 J 


分 大 时 , 扰动 项 就 充分 小 ， 故 可 期 望 按 (8) 选择 参数 5 时 格式 
(11) 也 有 渐 近 敛 速 


s-2/4/ P. 
下 面 给 出 格式 (11) 的 实施 算法 如 下 ， 
1. é=Agp—f, €=- fs 


2, (1- A x" 5- e 
3. (ray ΡΠ 


Α. git =p ré tS, 
j=0, 1, 2, ».: 

如 果 ΑἹ 与 As 前 结构 比 4 简单 的 话 , 则 上 述 算法 就 比较 
容易 实现 些 ， 如 二 维 算 子 化 成 两 个 一 维 的 算 子 ; 扩散 -对 流 型 
的 算 子 化 成 一 个 扩散 .一 个 对 流 的 两 个 算 子 , 等 等 . 

c 需要 指出 的 是 , 到 目前 为 止 我 们 只 知道 A70, A- AE 
4A:，A41>>0，4s>>0， 并 不 知道 更 多 的 信息 ， 如 果 我 们 进一步 
qui Αι 与 Aa 是 可 交换 的 且 有 共 ΕΠ ΜΕΤ ΒΕ, 即 有 

Asus = Anl (AL) uss 
Asus, Au (Aa) Uni 
- Αυ,--λ͵(Αλυ,-- [λα Αι) EAn (Aa) ] Un; 
则 αὐ 可 使} 展开 
= 48 = 


wl $6 
8 一 之 EnUny 
n 


从 而 有 


Enla, 


- 1-7 ACA) ) (iMm y -0 
ΠΕ λα) LEZ (Aa) 


ZH MCAD E [at Αι), pCA2]. ACA) € [aCAs), ρ(49) 1, 
则 优选 * 的 问题 ,就 成 求 * 使 
αίλι) m «ρ(Αι) 


T T 
GaAs) s y <p As) ΕΕ v / 1+5 y 


Ίσα i-e 
函数 fe οτί - | 2 | 


1+% y | l4 


max — min, 


当 z 固 定时 ， 对 固定 的 νο. f (m νο) Βε ο 的 单调 函数 ; 对 固定 
的 ao, f (ro, y) & y 的 单调 函数 . LUSTRA T B XU 
2/9 a( A pA) 最 好 ; 就 第 二 个 因子 则 取 
va=2/\ (Anp Aa) 
最 好 .我 们 取 其 PAH 
e (rtra) /2 [a (45) pC42)] E+ [ol As)p (As)] 
可 以 期 望 它 有 更 大 的 渐 近 伍 速 ， 特别 ， 当 a(41) =al), 
p(4i)=p(4s) 时 , 即 它们 分 别 为 a(4)/2 5 ρ(4)/2, WR 
t=r =r, =4/L a( A)p(À), 


[1———M - 
这 时 , 有 el us ) [51, 
1 -------- 
P 


在 4 AREN PORSO ἩΠΕ GCSE 

s+ —In(1—2/4/ P)? «In(1--4/ VP) - A/A/ P. 

一 般 说 来 , 对 算 子 4 的 谱 性 质 了 解 愈 多 ， 则 可 能 构造 出 
的 达 代 格式 的 收敛 速率 愈 快 ， 鲁 如 对 模型 问题 可 以 构造 出 选 
代 格 式 使 s=c/lnp, Kip e 1, 

从 实用 的 观点 出 发 ， 对 4 的 谱 信 息 作 过 多 的 要 求 是 不 现 
实 的 ， 关 于 Αι 与 Αα 的 可 交换 的 要 求 也 是 较 苛 刻 的 。 尽管 
在 缺乏 可 交换 性 时 我 们 还 没有 得 到 严格 的 敛 速 估计 ， 但 数值 
试验 表明 , 在 许多 情形 算 子 分 裂 厢 很 好 的 效果 . 


§3 ΑΠΩ APAMNDE, A- ΣΙ Αἱ 


为 了 解 高 维 数学 物理 问题 , 想 要 把 问题 局 部 一 维 化 , {11 
要 求 把 算 子 分 裂 成 两 个 以 上 的 简单 算 子 . ὩΣ 
A-3 A, A0, ὁ--1, 2, =, m, 


达 代 格式 
B pie Ag =f (12) 

"mag Β pA 
B-JIG--c49, (13) 


FOA a CA) 5 pC4)， 则 可 到 
> o= [a(4)p(4)] *, 
XE XE POR πῇ Ἐ JR 
gimp vB (Ag! — f). 
d: pum Λ(Η 1 Α) 的 界 , 则 可 以 根据 Ve ermen 迭代 法 的 原理 来 
—9— | 


优选 z;， 这 时 , 可 得 下 述 实 用 算法 ， 
1. ἕ’-Αφ᾽-}, 8°=—f; 
2. (11σ4ι)ἐ πετ. πας 
ὺ--1, 3, »'., m 
8. gi o gl s EI, 
j=0, 1, 2,- 
ΒΗ ΠΗ Μι, 迭代 的 每 一 步 化 成 了 如 下 步骤 : 先 计算 残 向 量 
€, 接着 连续 计算 m 个 简单 的 隐 格 式 , 最 后 做 一 次 简单 的 线性 
组 合 . 
如 果 没 有 对 和 (4B-4) 的 界 的 先 验 信 息 ， 则 可 利用 计算 过 
程 中 得 到 的 信息 来 对 参数 τι 进行 优化 .下面 就 来 讨论 这 种 
方法 .由 (12) 左 乘 以 算 子 Β (ἘΠΕ: gu), 9349 8—AÀ 


. 
, 


多 gi 4 B^ =O, co 一 一 六 
再 将 上 式 左 乘 以 tA 即 化 成 
ΑΦ... Agi tr ABE -0 
它 可 写成 (Apt f) - (Ap —f) +r ABE =O, 
这 样 就 得 到 残 向 量 E Σε, 
να --τμΕ NE P= f, 
ERREI, £07), 则 由 上 式 得 
(ET, ΕΡΤ) =g l (6, E), 


Bp 
1e] =g (ep HT, (14) 
其 中 
(ABIE, £) (ΑΒ, ABE) a 
«αρα r ο ποσο 
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车 o 已 给 定 , 则 B 亦 固定 (GO BIA. BT 
qu) 20, 故 存在 极 小 值 、 从 


- ἆφ(τ) _ 
dr; i 0, 


得 
ABIES, j - 
"T Gee ABET ασ) 
ο το >0， 由 (14) 可知 , 按 (15) 
选取 的确 使 残 向 量 的 模 每 一 步 都 得 到 最 佳 压 缩 
当 α(4) 44 ρ(4) BARI, UR REC [α(Α)ρ(Α)] 3. 
若 没有 关于 ΑΠΡ ΕΝ, 我 们 应 该 怎样 来 确定 o 呢 ? 这 还 
是 一 个 悬而未决 的 问题 。 人 们 在 计算 中 目前 采用 如 下 丙种 广 
式 来 确定 o. 一 是 使 o 随 着 迁 代 的 进程 而 变化 


gj Tja 
οὐ $m j= 3, 
o 要 作 特 殊 处 理 。 最 简单 的 处 理 方式 是 取 01 一 0， 这 样 , 第 


一 步 就 成 了 显 式 迭 代 . 
总 结 上 述 过 程 , 得 到 下 述 实施 算法 ， 
l. 6;—7, 1，To 一 0; 
2. Y! — B? £, 这 一 步 用 下 述 算法 实现 ; 
(IHA Y =t, ἐο-- -—f 


i - 
(Itr ANY "2 y "5x, 
$-2, 3, tt πὸς 
8. Zi. AY, 
- (Zit, e 
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5. Po Eos 
6. pH =p — yyt 
j=0, 1, 2. »»», 


S4 奇异 算 子 的 情形 


前 面 讨 论 的 方程 
Ap ef 

E, AT 4 是 正 的 且 有 正 实 谱 . 

然而 ， 有 些 数学 物理 问题 所 导出 的 方程 中 的 算 子 4 是 非 
负 的 奇异 算 子 , 即 

(ΑΦ, 9) 70, Vo€O, 
而 且 存 在 非 零 元 素 φος ὦ 
(Ago, 9o) —0. 

显然 po 是 4 的 一 个 固有 函数 ， 这 时 4 的 谱 和 (4)€ (0, 
0CA)]. figi Laplace 方程 的 Neumann 问题 或 Poincare [5] 
是 的 差分 或 有 限 元 模拟 就 是 这 种 情形 .这 时 , go 二 eonst. 

当 4 之 0 时 ， 如 果 我 们 也 采用 前 面 介绍 的 迭代 格式 求解 
会 发 生 什 么 问题 呢 ? 

当 a(4) =minh(4) «0 时 ,前 述 各 种 方法 将 不 收敛 .为 


了 探索 其 发 散 的 原因 , 我 们 来 作 些 分 析 . 为 简单 起 见 , 我 们 来 
考察 一 下 简单 的 闪 代 格式 : 
pi Αφ.) ο, a6) 


j=0, 1, 2, =, 
D. 22571 
Au, =A A Up 


Aus — A, CA") un, 
JUBEREISUR EDGE (S) oo). 8 
P= 29s, 
Jj 一 之 /own 
其 中 PrF (p, us) faf, Un). 
将 它们 代入 (16), 然后 对 us 作 内 积 ， 即 得 到 Fourier 系数 所 
满足 的 方程 组 . 
pit =p- rpi fn), 9 一 0. (17) 
π--0, 1, =, N;ĵ=0, 1, 2, --, .... 
因为 4 是 奇异 的 ,有 和 ==0， 这 时 ， 问 题 若 有 解 存 在 ， 则 
必 有 形式 
μα 
9-2 AC ts 
K 8 存在 的 必要 条 件 是 了 相应 于 wo 的 Fourier 系数 必 为 0， 
BB 7ο--0, 这 时 ,从 (17) 可 导出 


1- οὐ 
pi=r Og f» pi=0, 
(n—1, 2, thy N. ) 


Xm ᾳ.--1--τλα, 
故 有 
o= 3 L- ü-n)r fu, (18) 
EER T f [1—«o(A) | <1, 
则 上 式 收敛 到 问题 的 解 (I 一 oo ΒΗ). 
o” 一 limgy 一 X fa, =p, 


但 是 当 我 们 实际 按 (16) 进 行 计 算 时 ， 就 不 能 期 望 得 到 象 
《18) 这 样 的 近似 解 ， 由 于 计算 过 程 不 可 避免 地 会 有 舍 入 误差 
HM. ERER o= 这 个 条 件 . 实际 计算 得 的 销 峻 为 


p= x Qin, 
其 中 wu 的 系数 6 因 会 入 误差 的 影响 而 不 为 0 且 具 有 因子 
fe, 导致 算 法 不 稳定 . 


为 了 保证 迭代 格式 (16) 产 生 (18) 这 种 形式 的 近似 解 ， 则 
必须 在 近代 过 程 中 不 断 清除 分 量 w 的 干扰 来 达到 收敛 的 日 
的 ， 为 了 达到 清除 wo 这 个 强 干 扰 方 向 ,修正 的 算法 必需 提供 
uo 与 己 的 信息 . 

值得 指出 的 是 : 从 (18) 可 见 , 不 仅 —0 会 产生 计算 不 稳 
定 现象 , 实际 上 ， 由 于 舍 入 误差 的 影响 ， 相 应 于 AL 0 的 那些 
方向 ww 的 系数 oL IAE SHE Τ' -大 的 影响 而 使 (16) 类 
效 ， 因 为 这 时 相应 于 A 0 的 那些 方向 {ws} 张 成 一 个 强 干 C 
子 空间 . 


我 们 先 设 强 干 扰 子 空间 是 一 维 的 , 即 仅 有 一 个 方向 uo. F 
4 B= OW, 则 有 


(Αφ, φ) 20, Vp€ Φε, 
这 样 , 24 4 限制 在 @ 中 时 , 则 它 有 正 实 谱 : 
(A4) € [a CA), ρ(4)1, o^ CA) M (A) 70, 
故 在 d. 中 求解 时 一 切 计 算 将 可 正常 进行 . 
怎样 做 到 在 Do 中 求解 呢 ? 设 已 知 uo, τῷ, H (us, u$) =L, 
我 们 可 用 下 述 正 交 化 手续 清除 强 干 扰 方向 wo 以 保证 迭代 过 
程 的 计算 稳定 性 . 
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[euentum (19) 
PULS @ Du 
j-0, 1, 2, 
由 此 可 知 , o 中 已 清除 了 干扰 方 向 uo. 实际 上 , bles 5 (19) 
的 第 二 式 作 内 积 得 
(g/*, ut) (pu) — (p^, « (uo, u$) =0, 

Bp piti- (ptt, ws) 一 
这 样 一 来 , 选 代 格式 CORRER NOD T. 

T M EB ERE Σο r E een 
这 可 应 用 Ποστθρππε 程序 得 到 解决 . 


令 oD A ων) 
mal 7 


则 A BO RC FEL f] PL ΒΗ (o) CERE [8183] 
ρ(4) = Βτα[ω”). 


一 旦 求 得 了 p(4), 则 作 新 的 算 子 
B-pl—A 及 B'—poI-—A*. 
作 序 列 . yu EX PS But*75, utm 一 i Brute» 
其 中 6= [| (Be, Bwe) |]? ELIRUERE AI Q3 5 (ui 
, 足 标 准 化 条 件 


(u9), =l, 
显然 , 两 个 过 程 必须 同时 计算 ,我 们 这 样 就 得 到 
u= lim υ΄”, ut lim unm 
为 了 优化 算法 , 我 们 还 要 计算 oa*(4)。 这 只 和 需 在 迭代 过 程 中 
进行 正 交 化 手续 
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τ.’ 
然后 就 可 求 得 ; 
. E" [Av | 
a (A) - πα As. 


这 样 一 来 ,有 了 信息 uo uo δὲ αἲ CA). pA), 我 们 就 可 以 
利用 上 几 节 中 的 各 种 算法 了 . 

附带 指出 , 当 问 题 具 有 一 个 尽 维 强 干 扰 子 空间 各 时 (天 一 
1), 只 要 应 用 Epsuros 方法 来 代替 Πποοτθρπαπ 方法 求 出 8” K, 
然后 在 空间 Φι- OS 中 求解 ， 问题 就 变 成 稳定 的 了 .， 这 时 
计算 过 程 要 加 上 选 代 序列 与 子 空间 S" 的 正 交 化 手续 . 这 里 就 
不 详细 讨论 了 ， 


$5 原始 数据 不 精确 时 的 迭代 算法 


考虑 线性 代数 问题 
Ap-f, (20) 
rp A70, f HEH. 
到 目前 为 止 , 我 们 总 是 假定 矩阵 4 与 右 端 向 量 了 没有 误 
Ξε, 所 以 讨论 其 解法 时 总 是 默认 原始 数据 是 精确 的 . 然而 ， 
实践 中 我 们 应 用 的 只 是 某 种 近似 的 原始 数据 ， 也 就 是 说 我 们 
求解 的 不 是 方程 组 (20) 而 是 其 近似 方程 
Aypy — }», 21) 
EE AER EGEXTUUE SRÉSLRXUNORMME ER. R 
假定 算 子 与 向 量 的 误差 是 已 知 的 . 更 确切 地 说 ， 我 们 假定 对 
这 种 误差 有 一 个 如 下 的 先 验 估计 ; 
|d- Apl séi)  |f—fln02. (22) 


现在 要 通过 方程 (21) 与 先 验 估计 式 (22) 来 求 间 题 (20) 之 
fi. REEL ECT BEER GR TURA. 


pit -—gpi—ev(Aai— γω)» Qu—vfu (23) 
(2-0, 1, 2, Ut ) 
这 里 我 们 假设 参数 * 满足 条 件 


q—|I—c4|c1. 
我 们 提出 这 样 的 问题 , ΤΕΕ. frr (22) BLEU RS IUE 
程 要 进行 到 什么 时 候 终 止 方 合适 昵 ?9 过 去 我 们 总 是 使 选 代 过 
程 进行 到 相继 两 次 近似 之 间 的 差 达 到 事先 要 求 的 误差 界限 时 
为 止 ， 如 果 这 时 也 这 样 确 定 迁 代 次 数 ， 就 有 可 能 作 些 豪 无 意 
义 的 运算 . 因为 当 近 似 解 接近 问题 (21) 对 原 问题 (20) 的 逼近 
误差 时 ， 再 迭代 下 去 就 不 能 得 到 (对 问题 (20) 的 解 而 言 ) 进 一 
步 的 改善 了 ， 这 样 一 来 , 我 们 的 问题 就 变 成 , 原始 数据 的 误差 
已 知 时 (如 先 验 估 计 式 (22)), 怎样 确定 最 恰当 的 迭代 次 数 , 以 
致 各 类 误差 相 匹 配 ? 
落 虑 问题 20) 与 (421 的 形式 上 的 解 : 
p—A f. opio Ax fs. 


由 于 
$1—9— Ai [frf +f] — Ai Ap 
—Ar [faf + CA— ΑΦ], 
顾及 (22), 故 有 
ipe «ls! ffl CA — Ap] 
x Az EOD $0]. (24) 


另 一 方面 , H (23) 18. 
phi=([—TA, pl fy 
= (ITA [CI— vA pt t + efri] vfi 


4 ; 
—(I—«44) 9 十 δα σαν) "fs 


=S -rAr 
= [I= rA] -- 4 mAn] vf, 
= [I — (1 — rAr) ] pn 
一 pp 一 (了 一 TÀ4) P, 
移 项 即 得 Φιν qiti α-- TAn) PA fn 
因此 有 估计 式 
hpr =p E OL mao IH s E UT ma? AS EA. 
考虑 到 (34) 及 上 式 则 有 
leoi] - lo—od- et" «lo— pal + Ipa- gi] 
« Az MEA) +n] +g” Ai? LEA], 28) 
其 中 右 端 第 一 项 表示 原始 数据 的 误差 引起 近似 解 对 g 的 误差 
之 估计 , 第 二 项 考 示 迭代 过 程 的 误差 入 计 .这 两 类 误差 应 该 
相 丐 配 ,， 即 它们 应 保持 在 闻 一 个 数量 级 上 。 故 可 令 
g^. -£0) t nh) 
来 确定 迭代 次 数 . 由 上 式 可 得 
jo" E In ED pnw -2], (26) 


其 中 符号 [四 表示 不 小 于 “的 最 小 整数 ， 由 (25) 可 知 , 当 原 始 
数据 有 误差 估计 (32) 时 ， 依 迭代 格式 4233) 进 行 的 迭代 次 数理 
多 也 只 能 有 估计 

lo~ <A E 3-002]. 
而 按 (28) 和 迭代 yo KT ELA SUSX — ERE T. 
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第 2 章 


非 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 (一 ) 


51 引 Β 


我 们 准备 分 三 章 来 介绍 非 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 。 首 先 
介绍 非 定 常 问题 的 算 子 分 裂 法 的 一 般 理论 ， 然 后 介绍 一 些 具 
体 数 学 物理 问题 的 算 子 分 型 格式 及 计算 实例 ， 最 后 介绍 约 逼 
近 理论 在 算 子 分 裂 法 中 的 应 用 . 

考虑 数学 物理 中 的 发 展 问题 ， 


(8th (z, t) €Qx [0, ΤΊ, e 


9li- =0 =, ΦΕΩ, 
其 中 A20, pf 及 g 均 充分 光滑 . 此 外 还 bw 上 茶 些 边界 条 
件 . 相应 的 差分 方程 为 
gp ντ Log (9) 
i T 2 
pP =g. 


如 果 A 以 近似 的 差分 算 子 A REAR, 则 (2) 化 成 线性 代数 方 
程 : 


pti- j4l 1 γγὶ 
9 Maui V fh =g. (3) 


HEP pP 的 分 量 就 表示 它们 在 第 2 E538 2-71 [5 κ 
上 的 值 ， 设 


Glo, p) 30, Vpco,c o, 
— $0 — 


RME f -0 的 情形 .这 时 (3) 可 写成 
0 ay (2a. 
xem n-( 19) 2-22) 


Bi Kellogg 5| SEAIIT';E «1, OR 
lol IpI le! Ie x e= gl. 
这 就 证 明了 格式 (3) Ge f — 0 时 ) 是 稳定 的 . 
3/20, M (3) RTL | 
κ. A) P. 
由 引 理 1 3 [1-5 ὁ) κι 
故 有 
τα nud PI PI 

πο. 
FB Lf] o max] f'l, 关注 意 到 <T, 则 得 

l^*] «gl vl fli igi TIE. 
Jtr T Joke CIR LR 即 i€ (0. T]， 上 式 给 出 了 和 解 


的 估计 ， 它 表明 格式 (3) 关 于 初始 条 件 及 右 端 均 稳 定 . 
下 面 讨论 格式 (3) 的 逼近 阶 ( 关 于 时 间 r). RME 


5 (9)! 6 tm (3-3 5 ΑΡΕΣΕ. Taylor g ae GHH (p)! Æ 
7 CD 的 精确 解 p 在 网 域 上 的 投影 ) 
ο (p) HE (gi I κα 
(p) = (p)? σφι) "ix CRY 2) (p) Etol), 
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(9) 二 (gp. ( ὃν ) Ὁ Ow) »" 
μου (p) HLO, | (b) 


引进 算 子 
LN 
+4 BÀ ( yni-( y PH ΕΙ +l 
ο VELUM Y (eyed 
(6) 
ITCEp) πα (gy. a gib e 
= max] H; αρ). (7) 
其 中 上 Bess RA TG- σα) EB, 注意 , 此 处 引进 了 中 


RING 4... c (1 9ο, 以 简化 逼近 阶 的 估计 ， 顾 及 66)， 以 
的 、 乓 代入 (7) 得 
Ig) αρ fh 


-me | (2e) ρα) KO να (f) ^] 
-K)o epo] 


=max LC) ^? 45 (p) 5 [η 
Ἔοσθι, | (8) 


车 取 
PFG n) dto AD, (9) 
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yu gi (8) 1! 


Ko) 3H δρ) 8. L0(9, 
PEES GDU-00 5. ia) 740), 


wag z(22)7 +00), 


δὲ 
2-88)" -3(5 ooo. 
M. 
A= [(CAY*1- (A)1/2, (10) 
或 取 l 
w=, (11) 


由 (8) 可 知 它们 也 同样 得 到 二 阶 近 似 的 格式 ， 这 是 因为 格式 
(83) 属于 Ürank-Nicolson W, WAF 4 RAHE E i 
AO), 00) &CLD 有 很 多 应 用 ， 龙 其 是 对 拟 线性 方程 的 数 
值 积分 . 

由 此 可 见 , 对 非 定常 问题 而 言 , 重要 的 是 格式 的 稳定 性 与 
ἘΠ. 只 有 了 既 稳 定 又 逼近 的 格式 才能 保证 近似 问题 解 的 收 
敛 性 ， 以 后 我 们 每 构造 一 个 新 的 格式 时 总 要 论证 这 两 个 方 
Wi. 

现在 来 讨论 一 下 定常 问题 与 非 定 常 问 题 之 间 的 联系 对 我 
们 下 一 步 的 学 习 是 有 帮助 的 ， 因 为 我 们 已 经 讨论 过 关于 解 定 
常 问 题 的 一 些 算 子 分 裂 法 ， 这 些 算法 的 基本 思想 可 以 应 用 到 
解 非 定常 问题 上 来 . 利用 它们 之 间 的 “共性 ” 而 把 注意 力 集 
中 到 非 定常 问题 的 “特殊 性 ”方面 , 就 会 事半功倍 . 

很 多 定常 问题 可 以 看 作 是 非 定常 问题 在 ->co 时 的 渐 近 
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情形 . 例如 定常 问题 

Αφ--}. (12) 
设 ABAF, JEF, CMRE Hilbert 空间 , ii ET O |. 
有 40. 并 设 详 问 题 

Dun 

A*u” = Au" 
产生 一 组 完全 的 双 古 交 基 {ww} 与 {uj}， 相 应 的 固有 值 和 %‰>0 
(υ--1, 2, 8, =). 对 应 于 问题 (12), 我 们 考虑 非 定常 问题 


Ov - 

κ... (13) 
J| i-o 7-0, 

这 里 我 们 不 指明 算 子 Lo - +A 的 定义 域 , 只 假定 问题 (13) 


有 可 分 离 变 量 形式 的 解 ， 而 其 空间 部 分 (相对 于 时 间 部 分 而 
富 ) 的 基 函 数 属于 OM). ERER, 问题 (12) 与 (18) 的 解 可 
以 表示 成 Fourier 级 数 形式 , 


P= 219, f =D κά 
$= frtm 


其 中 9, (o, un), f= Cf, v), 
ju Ob, υπ) CEE 5 BOSE. 
将 它们 分 别 代 入 (12) 与 (18)， 则 得 到 Fourier 系数 之 交 
的 关系 式 ; 


As. fs 


di, = 
[ΠῚ Tr Ay, fu 


与 LO 二 0 


— M — 


解 之 ,得 p= Ie y 


p= ELi, 


出 此 可 兄 , 24 ioo 时 有 
lim 4 =p, 


无 怪 乎 上 一 总 讨论 过 的 解 定常 问题 的 迁 代 格式 (3) 
| μμ τα 


就 是 我 们 这 里 用 来 解 非 定常 问题 的 格式 (2)， 不 过 上 式 中 的 
迭代 参数 τ 在 这 里 就 成 了 时 间 步 长 ， 对 定常 问题 而 言 ,迭代 
过 程 的 中 间 结 果 是 无 关 紧 要 的 ， 而 非 定常 问题 的 每 一 瞬时 的 
结果 却 有 其 物理 意义 . 


$2 简单 的 算 子 分 裂 : 4= 4i 42 


首先 我 们 讨论 算 子 4 与 时 间 # 无 关 的 情形 . 我 们 将 介绍 
两 种 方法 : 稳定 化 方法 与 预 估 校 正法 . 当 4 一 4() 时 , 则 留待 
下 一 节 讨 论 , 那里 将 介绍 第 三 个 方法 一 一 按 算 子 分量 分 裂 法 . 

设 4750, 4= AA. A>0, A>0. RIEBE 
(1) 的 解 充分 光滑 .。 在 4 与 时 间 # 无 关 时 ， 我 们 仍 用 算 子 4 
的 符号 来 表示 它 在 差分 化 后 的 矩阵 . 

一 、 稳 定 化 方法 

先 考虑 齐 方程 (fj = 0 的 情形 ， 设 (1 的 计算 格式 为 


(1-3 4, (1+5 4) PEE eag-0, =g, (14) 


为 了 研究 它 的 逼近 度 , 我 们 将 它 改写 成 


pp [S as (E) Ais η «Απο, s 


v Νηρ. 4j Mi 
(nx dida) EE ΕΑ g 3 Z ο, =g, 


将 它 与 前 面 讨 论 过 的 Crank-Nicolson 格式 (2) 
VILE LA pP —0, =g 
9915 HL SOR AUB ELT DU 26 ΘΗ ΤΝ ΤΗ — 3E OE o 充分 
光滑 时 )， 而 Orank-Nieolson 格式 关于 YY 是 具有 二 阶 精度 
的 , 故 格式 (14) 也 具有 二 阶 精度 . 
下 面 研究 它 的 稳定 性 .为 此 将 (14) 改 写成 


(15-54. 1+2 A)s" 
-(1- £s 1-5 Αν) 9 - g. 
解 出 o7 得 


era) (ra) 


κα δα δν 


-1 


fried vio (14-7. αν), 
则 上 式 变 成 pin TP, 
其 中 


T - (1-24. ) üG-£4 χ:--5-4. ηλ. 
Ed 44290, 4:50, τ--θ, 由 Kellogg 引 理 可 知 
ο” 


x (1+7 A) | <i. 
所 以 Ip sw 
代 回 原 变 量 of 得 
eol 


引进 能 量 模 (+ 三 4) -em ww- lolo 


Ip o c (14 45 (DT 44) Bf i0, | |。 诚然 是 一 


种 能 量 模 . 故 有 
[ως lola. 
由 此 递 推 得 到 
lol loss lgl. 
这 就 证 明了 格式 (14) 是 按 能 量 模 绝对 稳定 的 . 

总 结 上 述 : 车 4220, 4.930, 且 其 元 素 与 二 无 关 ， 在 (全 
的 解 2 充分 光滑 的 假定 下 , 格式 (14) 按 能 量 模 绝对 稳定 , 而 且 
其 解 关 于 τ 具有 二 阶 精度 . 

格式 (14) 的 计算 程序 . 

1. Fi~ Αφ, pP =g; 


2. (1-2 4. y^i--r, 


59 


(reza emag”, 
4. Q7 — gi — £7, 
j=0, 1, 2, -- 
程序 的 第 一 步 是 显 式 , 计算 易于 实现 , 但 它 的 稳定 性 差 . 第 二 、 
三 两 步 是 隐 式 ， 要 求解 两 个 具有 较 简 单 结构 A 与 4s 的 方程 
组 .但 它们 稳定 性 能 好 . 廊 以 先 用 一 次 显 式 ， 相 继 采 用 两 次 
— $81 — 


隐 式 计算 来 使 算法 稳定 化 ， 故 这 类 算法 称 为 稳定 化 方法 . 
下 面 讨论 /#0 的 情形 。 这 时 格式 变 成 
ο ο ο. 


其 中 ff) ft pa). 
故 它 可 保证 格式 (15) 仍 具有 二 阶 精 度 . 从 上 式 解 出 o, 并 利 
JB 3E e! - (19-7. 49) 得 
ét Tii +r (1 ἜΣ Αι y'r. 
顾及 引 理 1, 故 有 估计 式 
jti i i | T -t 
Dope PN n (C) lt 
«ή eif! i 
es(r-z4) {1--5.4.}7} 


| (1-2 Αν) 


« Were Las) | 
< [J| o vl fh. 
代 回 原来 的 变量 ο) 就 得 到 
ioi us Ilo, + ol Fla. 


利用 上 式 进行 递 推 并 引用 记号 max [lo ISe WA i 
计 式 | 


lP laS Igla--3vl la. 
Hje-iHER. 上 式 表明 ， 格 式 (15) 按 能 量 模 关于 右 端 及 初 
始 条 件 绝对 稳定 , 旦 其 解 具有 二 阶 精 度 ( 关 于 τ). 这 时 计算 程 
序 只 要 将 齐 方程 情况 下 的 第 一 步 代 之 以 
Fi- Agi— fi 
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BUS ον. 
αμα. 
预 售 校正 法 的 特点 是 每 一 步 中 ， 从 二 到 jz, 先 粗糙 地 预 
信 一 下 解 在 中 间 点 # ,3 一 册 + 号 上 的 值 (只 具有 一 阶 精度 )， 


但 这 一 步 烙 式 具有 很 好 的 稳定 性 能 ， 然 后 用 具有 二 阶 精度 的 
显 式 来 完成 从 弓 到 tsz 的 求解 过 程 ， 对 狙 粮 的 预 估 值 进行 校 
正 ， 其 格式 为 ， 


p!*3 — p! "E 
Ja tdp ief, gg, 
预 售 ni [Mi 1 
9 “TP * Mao 
v/2 十 Asp 50, 
jti j l 
校正 p -. 4- Ag =f, 
j=0, 1, 3, ... 
其 中 J =f(t μα). 
2 


为 简单 起 见 , 我 们 先 讨论 二 0 的 情形 ， 这 时 ， 从 预 估 式 
中 消去 o^ 得 


(1+5 A ras γρ” Σεφ, 9) 
即 | 
o"-(r-La) (1424) e. αὐ 
因 4:30, A920 及 >0, 利 用 引 理 1 得 估计 式 


le'l« ie. 
Bi LA LAS Me SL ο BUR. ο d tnt LAE I 


nul -1 
leis Eas 


-ᾱ 
(1+3 Αι 


Taylor 展 式 代入 (16) 容 易 验证 依 (16) 预 估 得 到 的 p? RA 
有 一 阶 精度 


由 (4) 易 知 校正 格式 是 具有 二 阶 精度 的 ， BUFE? 只 
是 预 估 的 , 故 一 般 说 来 这 样 求 得 的 解 o1 也 只 有 一 阶 精度 . 如 
果 进 一 步 假定 

ΙΑ] «1, $71, 2, (18) 
则 可 证 明 预 估 校 正 格式 具有 二 阶 精度 ， 实际 上 , 将 (17) 代 入 
RERS 
P yA (1+2 As ) δι ) 9-6 9?- g. 


(19) 

它 可 写成 形式 

Ce om 
其 中 

Ae (1-5 A X15 A) (rz A) 

x (1+3 A; ). 
由 条 件 (18) 知 成 立 展开 式 
(gaJ τε Σι) a Qe 
(à —1, 2), 

WE A—A-rO(?), 


以 此 代入 (20) 再 与 稳定 化 方法 (14) 比 较 即 知 它 具有 二 阶 精 
E. 

下 面 讨论 其 稳定 性 ， 为 此 作 变 换 
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Ji = ( Z Aj) (1 TA, ) σι, 
则 (19) 化 成 
(1+2 4, Xi-Lás JAM e Aw =o, 
这 正 是 我 们 在 稳定 化 方法 里 讨论 过 的 (14)。 它 是 按 能 量 模 
lela 稳定 的 , 故 有 ω 


lu Lass las 
代 回 变量 o^ 即 得 


(ga) n [pe σα.) nl 


即 l^ «1Φ [κιν 
Xo αἰ-(τεΤαΑ) (nea). 
由 此 得 到 解 的 能 量 模 估计 

[ο1,. <II. 


当 了 #0 时 ,由 于 我 们 取 放 = 了 Ea) 帮 格 式 仍 具 有 二 阶 
精度 ， 若 记 
T,-142- A, ($1, 2), 
则 由 预 佑 格式 中 消去 φ' 得 
o TT T TO, 
以 此 代入 校正 格式 得 
9—9. LATET p = I5 ATTORI 


ERR I =T p, FI —TUP 则 上 式 化 成 


p, ο ο 
T 
fg ii iH 5 
gite Ce ο ew (L- ο. 
因为 
I-T AT; =T (Έτ Το --τΑ)1 11 
—-.i — 了 - S -1 € 
=T7(I~ 2. 4, ya 5. Αλ, m) 
由 Kellogg 3] 8l 


ο. 
由 (22) 得 
1-2 T ATP - L| T2 (1-2 A. Ya-2 Ane | 
(24) 


以 (22)、(24) 代 入 (21) 并 顾及 (23) 即 得 估计 式 
wm qn xv Me, 
代 回 原 变量 即 得 


ji" le: κ |φ' Lm 十 了 | Pl . 
HEN la ματ 
lla <lol,, FIIS i. 


即 预 佑 校正 格式 按 能 量 模 关 于 右 端 及 初始 条 件 绝对 稳定 ， 
应 该 指出 前 是 条 件 (18) 是 十 分 苛刻 的 , 例如 对 模型 问题 ， 


a 1 J v tr. 
车 取 AHi 2, 2 Give o [s | 
只 有 δ oc 时 才能 满足 条 件 (18)， 实 际 上 这 是 难于 接受 
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的 . 

综合 上 述 :在 4>0, 4,70, 4,70, 且 4 与 时 间 # 无 关 
的 假定 下 , 预 估 校 正 格式 一 般 具 有 一 阶 精度 ， 但 是 计算 稳定 
在 满足 条 件 (18) 时 它 具 有 二 阶 精度 . 

预 估 校 正 格式 可 用 下 述 程序 来 实现 ， 


ni 
πα], Ὁ ο... 
D jl μα 

2. (I+ 4 )p "δρ b ή 


RE 8. p! — Ap 2, 
3-0, 1, 2, ZA 
本 节 是 在 4 与 时 间 无 关 的 假定 下 进行 稳定 性 分 析 的 . 不 
幸 的 是 当 A — 4 人 办 时 , 类 似 的 稳定 性 分 析 一 般 尚未 作 到 . 


§3 A-A:c As 时 按 分 量 分 裂 法 


这 一 节 我 们 讨论 4= 4 人力 的 情形 .这 里 将 介绍 按 算 子 的 
分 量 分 型 法 . 这 个 方法 是 我 们 研究 的 重点 , 请 读者 予以 足够 
的 重视 . 

我 们 仍 设 A0, 42220, 在 经 [t HRE, ZDE 
[ΕΒ ΡΕ, 

A Alta), ὁπ, 3, 


设 其 元 素 充分 光滑 ， 

先 讨论 齐 方程 (f 一 0) 的 情形 ，fxenxo 曾 提 出 一 种 按 算 
子 分 量 分 裂 的 差分 格式 , 它 由 两 个 简单 的 Orank-Nicolson 格 
式 组 成 ， 
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Hl ila jg 
9 Σ- φ' ΒΦ 


T 0, 
| ΜΈΝ ΝΣ (25) 
LA £— 2-9 
T 2 
从 中 消去 辅助 变量 pg "2,4 
gi Til, (26) 


其 中 
m-(r-za) (1-244 Xr ) (1- £41). 
# SAU R1, c3, 2 n RUB(19 A0) MRE 
式 得 
Ti — 1-45 EUM)! -24441-- CAD] —.. (T) 
代入 (26), 再 利用 g++ 及 gH fe tot, ety Taylor 展 式 得 


δρ i3 . jl 
A) — Alp 3 -0(v) --θ, 


即 格式 435) 只 具有 一 阶 精度 . F — 3p Box M 8 4ἱ Ἡ] ox 
换 , 则 (27) 变 成 


μα ασ 
将 它 代入 (26), 并 利用 解 及 mo 在 t=t ,1 处 的 Taylor f£ 
à Hg id 
RASE) 一 一 4(t,,1) (9) 得 
Op DS με 
(25) + Ap 5 γο(σἢ--ὖ, 


即 格式 (25) 这 时 具有 二 阶 精度 ， 
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应 用 Kellogg 引 理 知 [^| «1, 故 格式 (26) 绝 对 稳定 .但 
正如 我 们 在 上 节 末尾 指出 过 的 , 条 件 1 4{|--1 ΕΑ, 


故 在 一 般 情况 下 , 尽管 解 9 充分 光滑 而 格式 只 具有 一 阶 精 度 . 
为 了 改进 (25) , 考虑 时 段 tE i γα], δι 
Ai = A), $—1, 2, 
考察 按 算 子 分 量 分 裂 的 对 称 格式 (二 循环 对 称 分 裂 格 式 ): ᾿ 
οκ... aeit o, 
| m „a 24 £C [ta 5]; 
£e. 41-222 0, 


Aio Hà 
Φ 了 g κ. 


| 41 4.1 μι "P MC [ἐν tal. 
FUP αι τετ. 0. | 
ος ο ο αλ ας. o^, 
φ Ko" 后 得 : 
pe Tf, 
其 中 
T-(1-2-A) (1-2 4r) 
„Noi 2 -1 
ασ) -gaT ga) 


x (1-2 41). 
2 
H 44250, 由 Kellogg 8| 288 |T,| «1, ΜΑ 
lo/** Ομ... 


由 此 推出 lg?i« Igi, 
即 格式 是 绝对 稳定 的 . 


PR TJAN < US (14 44) ΕΣΚΑ 


T,- 12:417 97 (At m 


将 它 与 具有 二 阶 精 度 的 Crank-Nieolson 格式 


ji pi . 41 j-1 
κ. 


ΚΑ 


比较 , 则 知 二 循环 对 称 分 裂 格式 与 区 间 [έν 6543] 上 的 Crank- 
Nicolson 格式 具有 同 阶 精度 ， 而 不 管 4 与 4 好 是 否 可 交 
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综合 上 述 : 若 Αι(}550, (9320, 且 它 们 的 元 素 像 问题 
(DD 之 解 9 一 样 充分 光滑 ， 则 二 循环 对 称 分裂 格 式 绝对 稳定 ， 


HERA: AL] 1 下 其 有 二 阶 精 度 ( 关 于 1). 
二 循环 对 称 分 裂 格 式 的 计算 程序 是 单一 的 ， 
ο 


4. (15 AD) e (1-2 )p 


(5-1, 3, 5, e ) 


TFiühieJ-0HHfJE. 这 时 我 们 取 F =f 4). 


对 称 分 裂 格式 取 如 下 形式 
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二 循环 


—9! 78 
p κο T aT app 
28 
| φ” Ἐφ p^ cl T em 
- d =f -F Af, 
1 


T 


如 果 将 这 四 个 式 子 相 加 再 除 以 2， 就 得 一 个 有 趣 的 格式 ， 


; : jl η jp l , 
pipt y qp tpt rote yin 
2v 1 4 


/-$ ο Hg 
+i 二 Ru. aus t 


由 于 A1 -5 44 A SMERRIEXCT: t5 t PRINS μη RA IRI GEL] 
{8 E, EAE o χε ἐ-- Rb Taylor 展 式 可 知 


F. 


E 1 - 
p! 2 Mtg 14g =g + 5 (ps)! + 0 (a) 


^71 E29 - φ "3 τ 
PME T cg “ου 


将 它们 代入 上 式 后 与 步 长 为 2r 的 Orank-Nicolson 格式 比较 
就 知道 它 是 具有 二 阶 精度 的 (关于 9). 这 使 我 们 想到 在 去 撞 
条 件 他 14 引 <1 的 限制 后 格式 也 可 能 具有 二 阶 精度 . 

格式 (28) 的 稳定 性 分 析 是 很 简单 的 ， 只 要 从 (28) 中 消去 


中 间 变量 0^3, p to? 就 得 到 
gii T tA ATTE, (29) 
一 


其 中 Ti -(r2 AD (1-2 4t), i-1, 2, 
由 Kellogg xin | T7] «1, 故 得 

Igi | « lg 22] f], 3—1, 8, 5, »». 
du max I F1 — LFI2EHEREBI jv = 三 的 有 界 性 ， 由 上 式 递 推 
得 到 解 的 估计 式 

|φ'}- 1gl A bvlfl, 
其 中 为 偶数 ， 由 此 可 知 格式 (28) 关 于 右 端 及 初始 条 件 绝对 
稳定 . 
引入 记号 


St- (1-3 4 ) Ri-(1-2 At), i—-1, 2, 

则 格式 (28) 的 计算 程序 为 . 

1. Blp’ 3— Rip/?, go=g 

2. Sio! — Rip 3 -- «S1 f*, 

3. Bip z= Rg +f) 

4. Bp Rip ^? 

(j=1, 3, 5, =, ) 

它 也 可 采用 下 述 等 价 的 更 单一 的 计算 程序 ， 

1. Bip 3 nit wa 


3. Sip = Big 
8. dd 3.L9gf, 
4. Sip" *— nip^5, 
5 


ge 


(}--1, 2, 8, …。) 

综合 上 述 , 若 算 子 4 0)-0, A020, Bi f) ΜΗ 
Ri (1) 的 解 均 充分 光滑 , 则 格式 (28) 于 ἐξ [0, TPT] 上 绝对 稳定 ， 
且 以 二 阶 精 确 度 (关于 2038 XE ΕΙ. 

到 目前 为 止 ， 我 们 已 讨论 过 三 种 算 子 分 裂 法 ， 稳 定 化 方 
法 ,预知 校 正法 及 按 算 子 分 量 分 裂 法 ， 对 此 作 如 下 注 记 . 

第 一 ,在 A, Αι 及 As 均 与 时 间 ὁ ER, Β. 41220, 49320 
及 Aia AA, 等 假定 下 , 文献 里 已 有 过 完善 的 讨论 。 对 于 
齐 次 发 展 方程 (1) (了 =0), 上 述 三 种 算 子 分 裂 法 都 是 彼此 等 价 
Bj, 它们 只 是 实现 格式 的 形式 不 同 黑 了 。 特别 是 它们 都 可 以 
写成 如 下 形式 

9 T, 

其 中 


ares 'G- Ere Y (i-ga) 


至 于 对 非 齐 发 展 方程 (f 0). DOG ur TS E ENEE 
等 价 的 , 这 就 是 说 ， 它 们 虽然 都 以 二 阶 精度 逼近 原 问题 ， 但 不 

同 的 分 型 格式 会 产生 不 同 的 计算 结果 . 当然 这 种 差别 仪 在 
OHAK. 

”第 二 , dE, 40550 且 均 与 时 间 52535, 但 Αι 与 Aa 
不 可 交换 时 , 三 种 分 裂 算 法 仍 可 求 得 非 定常 问题 的 近似 解 . 虽 
然 它们 在 精度 阶 上 等 价 , 但 它们 各 有 不 同 的 考虑 ,其 至 在 f= 
0 的 情形 ， 它 们 的 转移 算 子 也 是 十 分 不 同 的 . 要 肯定 地 讲 这 
些 算法 中 哪 一 个 最 有 效 还 为 期 过 旱 ， 因 为 这 个 问题 还 没有 进 
行 是 够 的 分 析 , 而 事实 是 有 了 这 三 种 不 同 的 可 供 选用 的 算法 ， 
在 需要 求解 复杂 问题 时 可 增强 我 们 的 信心 . 

第 三 , 在 更 为 一 般 的 情形 : 算 子 4:50, 4250, 但 它们 与 
— 49 — 


时 间 二 有 关 且 又 不 可 交换 . 这 时 , 我 们 建议 应 用 按 算 子 分 量 的 
分 裂 法 ,其 二 循环 对 称 分 裂 格 式 给 出 解 的 二 阶 近 似 , 但 也 必须 
指出 , 车 算 子 As 与 4s 中 至 少 有 一 个 与 时 间 无 关 时 ， 使 用 普 
通 的 一 循环 算法 就 能 达到 二 阶 精度 . 


$4 多 重 分 量 的 算 子 分 裂 法 


很 多 复杂 的 数学 物理 问题 要 求 将 算 子 4 分裂 成 更 多 的 

算 子 分 量 ， 一 般 有 形状 

4-5), 
其 中 AZ0, $—1, 2, .', m, 我 们 只 讨论 m2 的 情形 , 因为 
δή m= 时 我 们 在 前 面 两 节 里 已 经 讨论 过 了 . 

人 们 首先 想到 的 是 把 前 面 讨论 过 的 对 于 m — 2 时 的 三 种 
方法 直接 推广 到 m 个 算 子 分 量 的 情形 ， 大 家 将 会 看 到 ， 如果 
不 加 强 条 件 的 话 , 这 种 推广 将 是 不 可 能 的 。 

我 们 暂 设 4 与 时 间 12128. 

一 、 稳 定 化 方法 

设 m 重 算 子 分 量 的 稳定 化 格式 为 : 


Πίτσα) Ap, pog (80) 
其 中 f'-fü pa). 


这 个 格式 的 计算 程序 为 
1. é=- Ap tf’, φ'--9 


; 1 i-1 
2. (1 σσ Αι κ Hun =g mri 


(ὁ--1, 2, e, m, ); 
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8. p^? —g! t vé Mz 
0-0, 1, 2, =.) 
由 此 可 见 , 计算 是 较 容易 实现 的 .可 以 证 明 , 当 问 题 的 解 p 充 
分 光滑 时 , 稳定 化 方法 具有 二 阶 精度 (关于 v). 实际 上 , 因 


m 


[I+ A)-[12- Α1{5) Σ A.Aj 09). 


i=l 
ji pi 8 i 
全 ο. x) -0(25), 


将 它们 代入 (30) 得 


| $4se(5] [{55 ^3 ores] 


1 (30) RA MAE. 
然而 仅 在 Αἱ20(ὁ--1, 2, …， m) 的 条 件 下 并 不 能 保证 格 
式 的 稳定 性 .因为 从 (30) 解 出 o^ 即 得 


o Πα AY P (31) 


1 -i 
其 中 T-I- (1+4 Aj) A. 
A0 并 不 能 保证 IT 1&1. 
ἵπε|Τ| «1, 则 由 引 理工 就 可 推 得 
[9^ | « Lo] - v1 fl. 
— bl — 


zuutfi - max] f] , 则 由 上 式 可 递 推 得 
i isigi --1τ|7|. 
因 jv ὃν ER, 故 这 时 格式 (30) 关 于 右 端 及 初始 条 件 绝 对 稳 
要 加 上 什么 条 件 才 能 保证 TISI 成 立 ? 
BtAQ($—1, 2, … m)tkitign Xe, Ed AER E A 
Nur. BU 
Au, = Ass 
An = MP Un 


其 中 Άν λ Wy 


Tu= |1- «fi HAS s e 


其 中 a1. WUR λ9550 的 话 . 而 这 时 卫 {ΠΕ ΒΗ 
T 

Hn— y An 

A. 

Μ κα, ΜΗ UTI «A, 


—. MARERA 
f£ πι 2 时 , 预 估 校正 格式 变 成 ; 


p Harg me 
| nfi, 
Tii 


全 ,一 


t ($—2, 8, =, m, ) 
校正 ο P e Ap 5 =f, 
其 中 F=f a). 
5 
它 的 计算 程序 为 : 
1. (1-2 dip =p +T gt, p=g; 
2. (1+2 A, o "2r p f, 


($—2, 8, m, ) 


8. gei «(Ap gh 
(7 一 0 1, 2, 1... ) 


_ 预 估 校 正 格 式 等 价 于 方程 
τον,» 
(92) 
车 5 l4d «i (6—1, 2, «^, m), 
则 有 展 式 


| 
SCR 
A n (1+4 A, ) = A[r- 24--065] 
= A-A ΓΟ(α3), 
以 此 式 及 ”与 在 $—1,,. 处 的 Taylor RRA A (32) 并 


顾及 mw 龙 (由 之 解 , 则 可 证 明 预 估 校 正 格式 具有 二 阶 精 度 . 


为 了 讨论 格式 的 稳定 性 , 我 们 从 (32) 解 出 pg 8 
p e Tei (ΤΕΤΡ 09 
其 中 转移 算 子 
πια A). 
3$ AQ(9—1, 2, …，m) 和 披 此 均 可 交换 , 且 有 公共 的 固有 函 


数 系 ， 则 预 估 校 正 格式 的 转移 算 子 与 稳定 化 格式 的 转移 算 子 
相同 ， 故 也 有 HDi. 而 


| 二 + [sz miei 
由 (33) 就 得 到 
igi ime e| aem [IPI 
若 记 |f = maxi ο], Rit bee 


Ιστ. 
故 这 时 预 估 校正 格式 关于 右 端 及 初始 条 件 绝对 稳定 . 
综合 上 述 , 着 4, 与 4 无 关 ， 又 AGO(-1,2,-,m) 
且 彼 此 均 可 交换 ， 有 共同 的 固有 函数 系 ， 则 稳定 化 方法 与 预 
估 校 正法 都 绝对 稳定 , 而 且 都 具有 二 阶 精度 \ 关 于 v). 


$5 按 多 重 算 子 分 量 的 分 裂 法 
上 一 节 讨 论 的 方法 都 候 定 算 子 A 是 与 时 间 # 无 关 的 , 现 
在 讨论 4= 4 (的 情形 , 
Xt 420, 又 Α-5 As AZR0()6-—1, 2, --», m), MtC li, 
La] BE, FUR TUE SURE T BA, | 
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^N iie 


Ale Alt ya) R Ate LEA) A44). 


RARES- ~0 的 情形 ， 考 虑 按 算 子 分 量 分 发 的 格式 ， 
in -1 Hh pni | 
i η 4 UU Qu g. (84) 
($—1, 2, =, m, ) 
(3 —0, 1, 2, Ut ) 


消去 中 间 变 量 后 写 显 式 


"HAD ασ). — e 


应 用 Kellogg 引 理 得 
lo 1« oll « g, 
即 格式 434) 关于 初始 条 件 绝对 稳定 . 
现在 考察 其 逼近 阶 ， 设 


ŞANI (ὁ--1, 2, -., m), 
则 有 展开 式 
(r-Z4) -1-£ 4t HZ ay s 


KE 
(1+2 ay (1-3 At) I-14i +- FADOG), 
从 而 有 
ΠΕ 
rane [ons δ aat anao | 
+0(7°). 
落 AiG —1, 2, »»», m) KB τῇ 2E f ΚΙ η πὰ 
一 一 5B μας 


和 变 为 0,! 从 而 有 
| n(r- A) Go paterna a 


- im 


-0(5, . 
以 此 式 Ἀφ” 5j p! fet-t m , 处 的 Taylor 展 式 代 A (05) 得 


(25}᾽ uM HELO =0, | 
所 以 这 时 格式 (34) 为 二 阶 有 逼近 ， 但 当 Αἱ 不 可 交换 时 , CRA 
一 阶 近 似 ， 


在 一 般 情 形 , 为 了 得 到 二 WX Sub A 
重 算 子 分 量 的 二 循环 对 称 分 裂 格式 : 


于 
p" -p ™” y A12 — ἘΦ m 


T (0——3— —70 pg 


. (ὁ--1, 2, uA m); 
ο E ae +t pitit gih 
(6 — m, m—1, =, 1, ) 
(4-0, 1, 2, =, ) 
其 中 Al = AD. - 


它们 可 以 化 成 二 个 式 子 : 
νο ο. 
ης (rez a) (1-240. 
第 一 个 式 子 计算 +E IU tl, 第 一 个 式 子 计算 +E [ἐν 54]. 


车 从 中 消去 p, 则 得 
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p f(r-z 4) (1-5 4t ίσα) 


x (1-2 T OA e. | (81) 
利用 Kellogg 5| B Ej AU 

lg? ls [φ) IR t ER «tal. 
所 以 二 循环 对 移 分 裂 格式 绝对 稳定 ， 


若 ιά «1, i=l, 2, eee, Noy 
则 可 像 前 面 那样 证 明 有 
^ om - 1 -1 
HGy Q- 24) za) 
a) 
- 12s 46 - CE Gy co (eb, 


”将 此 式 及 g/t i7 de t— t Ab HR Taylor 展 式 代入 (37) 
REMH 4 —EDEXT. — 7 
34 fa 0 BI, 只 要 把 (36) 中 第 一 组 格式 中 的 最 后 一 个 及 第 
二 组 格式 中 的 第 一 个 式 子 分 别 代 之 以 


p-p * got? τ 

τ... 
1 1 i 

Poe πλω ap Epi, 
T 


RR P f E) RT ERRA R, 而 且 绝对 稳 
定 . 它 可 以 用 下 述 计算 程序 来 实现 . 


FE | 
1. (rez antt? -(1- 3 4t)o T φορ 
(πα, 2, =, m—1, ) 
—B8-— 


x (1+4 App - (1- 5 Apo er At) fi, 
8. (rZ 42)o *- (1- 5. AL) +f’) 
4. (1e ο t at", 
l (i=m—1, m—2, =, 1, ) 
(j=0, 1, 2, .… ) 
也 可 化 成 下 面 更 为 方便 的 等 价 计算 程序 。 。 
1. (1-1 Ap T (1-3 Ai jp E, 


p =g; 
($— 1, 2, -ety πο, ) 


ah ποτ j 
2. 9 nig m+ + 2zf5; 


3. (1+2 Ah ο Ah jp T, 
($—2, 3, =, mel, ) 
(4-0, 1, 2, '''. } 
对 f 一 0 的 情形 , Tsaxoaoa 曾 提 出 下 述 有 趣 的 二 循环 分 裂 
算法 : 


(61, 2, ^, m, ) 


Pas p I P (38) 
---ης-- 十 Ai, a9 *in 0, 


(i=m+1, m+2, =, 2m, ) 
(4-0, 1, 2, »»», } 
其 中 θα). 
3 


这 个 格式 的 特点 是 当 #E [os t TREO δὲ Mots 当 #E 
[έν toa] IS τὰ μμ μαμα 从 
ο ο σης. 

ρ΄. Yr(r- 2 AD P=g 
从 (38) 的 第 二 式 得 后 半 步 隐 格 式 ， | 
ete rea) v 
故 整 步 过 程 的 统一 格式 为 ， 
p=- Ü+ ái) "H-IaDese g*'-g. (39) 
6-0, 1, 2, +=. ) 
若 设 TIA < ὁ--1, 2, =, m, 


利用 展开 式 
Ges RC any QC ary -ὖ 
E o", ol dgt-t κα 处 的 Taylor 展 式 代入 (39) 即 可 验证 略 


式 (88) 具 有 二 阶 精度 (关于 T). 为 了 避免 重复 性 的 推导 技巧 ， 
故此 处 从 略 了 ， 

为 了 证 明 格 式 (38) 的 稳定 性 , 设 (61, 2, τν m) 4 
此 可 交换 。 这 时 转移 算 子 可 化 成 我 们 已 研究 过 的 形式 


7-4) (0-4). 


只 要 应 用 Kellogg 引 理 于 各 因子 , 即 知 有 [T] «1. H (89) 89 
可 排 得 格式 (38) 是 绝对 稳定 的 ， | 


66 按 多 重 算 于 分 量 的 分 列 法 ( 续 ) 


现在 , 我 们 再 研究 一 种 最 简单 的 按 算 子 分 量 分 裂 的 格式 . 
我 们 设 4 H tR. 


先 讨论 了 一 0 的 情形 、 我 们 用 向 后 差分 到 近 DP, RER 


P4 4 ἐ-1 
g^ mp 
T 


L] 
十 Ao "t *—9, φῦ m g. (40) 


($—1, 2, 8 ὭΣ, ) 
(1-0, 1, 2, t. ) 
这 是 按 算 子 分 量 分 裂 的 简单 隐 格 式 ， 其 计算 程序 为 : 
(I--A)g p gt g, (41) 
(6 1, 2, 4m, ) 
(4-0, 1, 2, Tt, ) 
为 了 研究 其 稳定 性 , 我们 用 e^ ΠΑΡ 作 内 积 , 得 
(A 
因 4:>0, 故 CA", p 人 和 >>0， 由 上 式 即 得 
ih H5 


"n 
(p "p s, g) «0, 


即 (p, p (oi m, utm. 
因为 对 任何 实数 有 


ith 


ab« la^ 9), 
故 有 
{1551 1.8 1, mib gua 14 1-4 
(pm, ple [p , o^ ^) (p, p 7), 


由 上 两 式 推 得 
D^ ΜΠ pál ἐ-1 
(p ^^, pelo" m. pm) 


l, 4 A 
taU pt», 


BU do^" lp" mg» i=1, 2, -.., πα 
因而 lo^ < lel «---« gl. 
故 格式 (40) 是 绝对 稳定 的 。 但 要 指出 的 是 ,格式 (40) 对 原 问 
题 仅 为 一 阶 逼近 (关于 τ). 
当下 #0 时 ， MA BRA ὁ 


iB 


9 =p“ 


ΜΗΝ . 
T {ΑΦ m =0, pP =g, (42) 
-- 1, 2, =, m—1, ) 


eis 
Ka np io fl, 


(3 —0, 1, 2, Ut ) 
其 中 f - f) RFPS DIT. ΒΗΜΑ — ΒΒ 
BE (XT r). 
下 面 来 考察 其 稳定 性 .因为 当 4= 二 3, =, milj, € 
与 格式 (40) 相 同 , 故 仍 有 估计 式 . 


le^*I«]o t T], ὁ-1, 2, m-1 (49) 
我 们 只 需 重点 考察 i=m 时 的 情形 ， 由 (42) 的 最 末 一 个 式 子 
ἘΦ’ 作 内 积 ,得 


(pi, p me (PA ure Lu (go, grat 
αν, pi), 
因 A470, (Αφ, gt, Hi ΕΞ 


(ή, pg um tof gt). (44) 
由 Cauehy-Sehwariz 不 等 式 


[EE pD ΓΗ agri], 
I, e| «| n eft]. 
以 此 二 式 代 入 (44) 即 得 


-ᾱ--- 
lo^ ]?« |p 7] - o] 3-17] e, 


即 lo^] < lo κει Ρι. 
由 此 及 (43) 即 得 
[ρα] «lof -«1771. 
Erie f| max| ^], 则 由 上 式 递 推 得 
le'l« lol iri]. 
Hjir- AR. ohh 42) OG. 
这 个 算法 也 可 以 推广 到 4= 4 (的 情形 ， 这 时 可 取 
i= A sD): FEFE pa). 
或 L= A (tic), fi=f (ta). 
这 一 节 和 上 一 书 我 们 讨论 四 种 按 算 子 分 量 的 分 烈 格式 . 
在 A20, HA — 4 全 时 ,二 循环 对 称 分 裂 格 式 既 绝对 稳定 , 又 
具有 二 阶 精度 (关于 ο), 我 们 给 出 了 它 的 两 种 方便 的 计算 程 
序 ， 这 个 方法 还 可 以 很 方便 地 推广 到 解 拟 线性 问题 上 去 . 
我 们 考虑 发 展 问题 


ea φ)φ-θ, F Ox [0, T] µη, 


φ]ι-ο--9, ΤΩΙ. 
再 加 上 适当 的 边界 条 件 , 其 中 算 子 4 BEBO t 也 依赖 于 未 
知 解 w， 设 它 可 分 裂 为 若干 较 简 单 的 算 子 


a= 88 -- 


(45) 


Át, e)- 3A p) Αι, p) >= {, 2, m), - 


且 它 们 充分 光滑 .我们 还 假设 解 p 也 是 ὁ B 7E 2) }618 B τῆ 
Ν, ές [έν t+.11 时 采用 分 裂 格式 : 


f p 十 此 一 1 一 9 jii loa φ Pi Lotte -0 
— —— 4- Ad 2 
T pP=g 
(4--1, 2, ttt m); 
IB NL MN IAM OH Sg I 
τ O79 2 
=m, m=i, =, 1), 
1 (3*0, 1, 2, =), 
其 中 A= A5, φῆ, 
=p σα (έν PPE, 
上 式 可 以 看 作 是 用 显 格式 


Di pi! 
As ipie 


Xo! 进行 预 估 ， 预 估 值 PF 代入 Δ’ 而 使 方程 线性 化 ， 这 个 格 
式 可 用 类 似 于 论证 格式 (36) 的 稳定 性 与 逼近 阶 的 方法 来 证 明 
RANEES OMERE. 对 非 齐 次 的 情况 ， 亦 可 用 与 那 
里 相同 的 方式 来 处 理 . 这 为 水 力学 气象 学 .海洋 学 以 及 其 他 
领域 里 的 非 定 常 拟 线性 问题 应 用 算 子 分 量 分 裂 法 开辟 了 多 种 
可 能 性 . 


第 3 章 


非 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 (二 ) 


为 了 具体 应 用 上 一 章 的 理论 与 方法 来 解 算 实际 问题 ， 这 
一 章 将 列举 一 些 具体 问题 的 具体 算 子 分 裂 格式 ， 以 便 加 深 对 
上 一 童 内 容 的 理解 ， 这 些 具 体 客 式 包括 大 家 熟悉 的 交替 方向 
法 (A. D. I.) 与 局 部 一 维 化 方法 等 ， 我 们 企图 用 这 些 例 子 说 
明 在 应 用 算 子 分 型 法 时 可 能 遇 到 的 问题 ， 如 算 子 的 离散 化 方 
法 、 边界 条 件 的 处 理 等 。 这 一 章 里 我 们 还 将 介绍 解 双 曲 型 方 
程 的 算 子 分 裂 法 . 大 家 将 会 看 到 , 当 应 用 算 子 分 裂 法 来 解 双 
曲 型 方程 时 , 上 一 章 提 供 的 理论 与 方法 仍然 十 分 重要 . 


$1 解 二 维 热传导 问题 的 交替 


| Jj i] i CA. D. L) 
我 们 考虑 二 维 热传导 问题 
δρ. Op , Op οκ [ο 
(t δα Qui' 于 x[ , ΤΊ, 
Φ]ε-ο--θίσι, Tə), Ὁ 
φίγκιοτι--ψίσα, αρ, t), 
其 中 Ω--{(αι, va) [02 g34-1). 


由 此 可 见 ， 算 子 A-- (ou )- --ᾱ 以 后 我 


们 总 是 将 4 按 变量 四 与 om 的 方向 分 裂 ，4a= — 
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e . 
θοῦ 


A;T- Do RUBORE — SER R c 
为 了 对 (进行 离散 化 ,我 们 采用 差分 方法 中 习 知 的 记号 ; 
pih, mh, jv) -ϕί..-φ' HRS Εφ’), 
3b A 为 空间 步 长 ，r 为 时 间 步 长 . 
DaPin Pi, m Pih, 
δειρίνι-- P, mt “Pi, m (有 时 记 Ôn --δὺ, 


Pl m= Piri, m— 29h n t iim 
Dpi m= plm Pint Pima 《有 时 记 02,700). 
我 们 考虑 Crank- Nicolson 3&5X, 


(O-N), (i -E 23 € -L az, gs 
- ( +i δει n Le --Ο(α51-τ]θγ, 
Hp r=r/h, O( ch?) Jar EGRE Ay O(v 9), 
1963 年 ἈνπκοποΒ 提出 计算 C(O-N) 格 式 的 程序 
(1- t^t (14E a)(i- ai), 
(D. 1 T 52 ρα Hg 
( -7 De =p 3, | 
将 (C-N) 格 式 化 为 两 步 , 每 步 只 需 解 一 组 三 对 角 方 程 ( 相 应 于 
一 个 自 变量 或 x 方向 )， 故 计算 一 次 交换 一 个 方向 ， 所 以 


称 为 隐 式 交替 方向 法 . 
1955 年 Peaceman 与 Rachford 引进 下 述 算 子 分 裂 程序 , 


人 
(了 一 B)， 


. l ` 1 
ο 


这 是 最 早 的 一 个 交替 方向 程序 ， 称 之 为 Peaeeman-Raohford 
格式 . 
比 (O-N) 格 式 更 精确 的 格式 : 


-EDale 
=|1+3 EE. EE |l i( ise 
MO GP Hos), 
TOT r HAZME, ΒΕΓ} ΕΒ, 1964 £ Mib- 


choll 与 Fairweather 提出 下 述 计算 程序 (分 裂 格 式 ). 
(M-F), 


EEEE 
EE pee) 
ΠαΚΟΠΟΡ 提出 一 个 与 之 等 价 的 分 型 格式 ， 
ο 
o». | -ped( Ded 6-2). 
[iqt ajoit 
1956 Æ Douglas 与 Raehford 给 出 的 交替 方向 格式 : 


n r81)g/** — (1-763 2o, 


D-R), 
( ): el rjg t= pE 1089" 


的 各 近 阶 为 OCz 十 加)， 消 去 中 间 变 量 o^" 38 

(1— rò?) (1—r6) 9! — (1--79918])gl, — 
它 可 以 按 ἆκακοπον [ή 255541809 
-- 


(1— rë? pg“ = (Lo Jg, 


(1-rò?)g =g"? 

所 有 上 述 各 种 算 子 分 裂 法 ， 都 构成 交替 方向 法 ， 也 就 是 
说 , 它们 都 是 按 降 维 的 方式 分 裂 的 , 使 原 问 题 化 成 交替 地 解 一 
串 三 对 角 方程 组 ， 

由 于 上 述 格式 的 中 间 值 ot 地 不 需要 逼近 解 在 任何 时 刻 
的 值 , 也 就 是 说 , 它 不 反应 问题 的 物理 性 质 , 故 其 边界 值 具 有 
JE u= jv Xo tnam (jr 上 的 边界 值 o! 53 g^? 来 求 
8. | | 

下 面 给 出 各 种 格式 求 中 间 值 wz' 的 边界 值 的 公式 ， 它 
DARRA Y 5 ψ ΕΤ ws 的 中 心 差 分 : 


D): (1 
cu. gie ο ο ο. 
OD) 


δὲ] 
2 
ena 14 i( is] hha. 


o» | 


Da): U- ... uet. 
(D-R), 一 (1— 102) LP P 021,. 
(Dg; " = (1— r0) f. 


由 此 可 见 ，ITpaKoH0B 的 三 种 分 型 格式 (Di)、(Dy) 5j (Ds) 
在 确定 中 间 变 量 的 边界 条 件 时 比 其 他 格式 要 简单 些 . 
当 业 与 时 间 t 26 2S, 即 中 (mmx ms, E) γψίαι, αὐ), WE 
述 公式 变 成 ， 
— 97 一 


(D), e" (1 aus. 


(PM. ge dus 

GLE), — eio (i E δψα, 
ου 
DR, pe 

(Ds), p”? = (1— 181) pim. 


34 ψίαι, Ta t) --οοπβῦ. 时 ， 则 所 有 各 式 的 中 间 变 量 的 边 
值 也 取 此 常数 为 值 . 

我 们 来 看 两 个 例子 ， 

例 1 Ὡ-- {(ῶι, αν) |θ« οι, ος 1}. 
Ἡπ A-—1/4, Sid =t, hr tai 各 层 的 图 形 . 


Ts αιὶ 


/ OE 
E 
5 


fe, πέρα ἑ-ίμι 


图 5.1 
所 有 上 述 各 A. D.I 格式 的 中 间 值 o7? 8 n P 4E ψ CR 
MERDE tent, 以 “O” RH RI DD 1 t Ἀ ἐπί Β 


ER o! 5j o!** BL Z1HÉ 好 eu. ΟΠΗ. PU 标 出 ) 来 求 
18. 因此 , 当 我 们 应 用 A. D. I. 方法 进行 计算 时 , 每 一 步 都 要 
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先 算出 中 间 层 的 边界 值 , 然后 才 开 始 内 点 的 计算 . 
例 2 Q5 LE EC 


B= {αν Φα) Osa, ael 
uas. Ta) 
δν 1/6, 我 们 画 出 相应 于 时 刻 #= 轨 ἔμ, td 各 层 的 图 


tensi, οκως1]. 


t=t; =t a 


3.2 
ο πα BE UA RNO s 
出 ) 可 以 通过 WY o E te Binin BEKARE y 与 
V (我 们 用 “x” 标 出 ) 计 算出 来 但 在 图 的 角 点 4 处 ， 
ο 的 边 值 却 无 法 直接 先 计算 ， 因 为 这 时 它 还 需要 知道 or 
EBAWE Biip”? ARTA 4 所 在 的 水 平 线 上 的 网 
内 点 外 , 其 他 各 内 点 之 信 都 能 计算 出 来 因而 + 在 点 之 
值 也 可 以 在 4 点 的 值 之 先 计算 出 来 ， 有 了 oh 在 Bn i 
Hl 


则 9“ 在 4 点 的 边界 值 就 可 以 计算 出 来 了 ， 有 了 它 就 可 以 


计算 o^ dc 4 点 所 在 水 平 线 上 的 内 网 点 上 的 值 了 , 因此 接 
着 就 可 计算 出 1 一 ts 层 上 最 右 两 列 上 的 g^ T. 


t= tji 


由 例 2 可 见 ,对 于 由 多 个 矩形 区 域 ( 它 们 的 边界 都 与 举 标 
轴 平 行 ) 组 合 而 成 的 区 域 Ω 也 可 用 类 似 的 方法 处 理 . 

对 于 按 分 量 分 裂 法 (也 称 为 局 部 一 维 化 方法 L. 0.D.)， 
这 时 相当 于 “局 部 ” 解 方程 对 ， 


10». Ov, T 
F GT ao ἐς ----, 


2 
1l op. — ep, ( ) 
zo δι ) 

(关于 这 方面 的 理论 我 们 将 在 下 一 章 介绍 .) 

应 用 一 维 Orank-Nicolson 格式 于 (2), 得 到 


(5) ei (ret 
w κ. ο). 
或 用 更 高 精度 的 格式 逼近 (2). 
[去 (一 寺 ) 引 w Hi. [1-30 3D)a]] el, 
ο [o pet 
对 于 矩形 区 域 ,中间 层 前 边界 值 可 取 为 
gi- y, 
格式 (8) ER P-R): 
(δα) ορ)» 
Να. 
比较 即 知 仅 左 端的 δἳ «3 δὲ 的 位 置 对 调 了 一 下 .A. R. Gour- 
lay 曾 发 现 它们 之 间 的 一 个 有 趣 的 关系 ， 
et-(1-29be' (=j, Pen. 


下 十 $a. 


(3) 


(4) 
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MERTE —98 ΗΤΑΝ ΛΕΙΜΗΕΗ (1). WARA 


{1-55 ril 14-283), 
| ὃν ὃν ; | tE (έν t]; 


, e 
ο 
| . r ] ; r m tE Cts, tral. 
(CE 
我 们 可 采用 边界 条 件 
g ο y? n gE- ΠΕ 
这 时 格式 (8) 与 格式 OPN --ὃτ M^ MAE ER ΛΕΡ. 
650, ὁ--1, 2, 
如 果 问 题目 换 成 Neumann 边界 条 件 
Wy. FIXO, ΤΊ Ε, 
则 将 有 450. i=l, 2. 
由 于 按 算 子 分 量 分 裂 法 (局 部 一 维 化 格式 ) 的 边界 条 件 比 
较 容易 处 理 ， 故 推广 到 三 维 问题 也 最 方便 我 们 在 下 一 节 讨 
论 三 维 问题 时 就 不 再 特别 提 到 了 . 
从 上 面 的 讨论 看 到 ， 局 部 一 维 化 格式 也 是 一 种 交替 方向 
法 , 但 交替 方向 法 并 不 都 是 局 部 一 维 化 的 , 因为 它们 有 的 不 是 
按 算 子 分 量 分 裂 的 . 


-一 一 
(二 
| 
vjs els 
d d 


65 解 三 维 热传导 问题 的 交替 
方向 法 (A. D. L) 


我 们 考虑 三 维 热传导 问题 ， 


Op. O9 | y , ὃν 


ài AP Do Qui" 于 2x [0, TI 内， Ὁ 
φ]:-ο-- g(£y ἄν, Dal, 
pl rxn = Plts Da, Üg t), . 
其 中 O= (αι, σον ας) |0--αι, t2, ws<1}. 
考虑 下 述 格式 
(1 εδ oo = [1+r(62+63)]9’, 
(0-8): (1-- (δὲ φ᾽ ilg "5. yop 
(1— ràà Dgi-p ΤΕ. γδὂφ' 
消去 中 间 变 量 得 


HG- rert [τα - ro tr |p. 
Douglas 与 Rachford 提出 中 间 层 的 边界 条 件 为 
PEE ni 一 nd 
但 格式 应 该 采用 下 述 中 间 层 边界 条 件 : 
上 (1— 788) (1739 (pf — 4), 


o^ 5 — i (1— 083) (P3 — fh 
本 更 合理 . | 
1962 年 Douglas 提出 格式 ， 


a-ent-[ (1-- 90) + (a+ β)(δ8--δὲ) |ø, 


(D, |ü-o0bg =g" `- eiv, 
(1— að? p+ t= 8 o - L sig 
《通常 可 取 o- 8-7). 消去 中 间 变 量 得 
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II (1 -a$ jp t= [HG * B1) — (a+B)p? I at]. 
Douglas 4b ish la ο A 
o og een 
但 此 格式 的 中 间 层 上 前 边界 值 应 取 为 
VE) aca ( 8 uie Buy), 
gie p+ ᾱ--αδρίς m & y) 


才 合理 ， 只 有 在 由 与 上 无关, 且 取 ao 一 B= 7 M, Douglas 的 
中 间 层 边界 条 件 才 与 上 面 的 公式 一 致 ， 这 时 ， 格 式 (D) 的 于 
uU OG), am s (7-1), β- 3o Lt, 18 


EREK O+)  4EXX RI OE, IRE GC IC X 
Douglas 原来 处 理 中 间 层 边界 条 件 的 方式 都 会 降低 格式 (D) 


的 精度 , 而 且 当 τς ΙΕ 时 格式 才 稳定 . 
Ἀναποπορ 的 算 子 分 裂 格式 在 三 维 的 情况 有 形式 
(1—o8Dg^3- TTG - pp, 


(Dj), (1—a32)9 t 975, 
(1 og p 
这 时 中 间 层 的 边界 条 件 为 


| pE = C1 a2) (1 abt) gt, 
p $= (1 od) yt 
按 算 子 分 量 分 裂 法 (L. ο. D. 法 ) 为 


Case (14-889, 
(1859/5 — (1 4- gott, (0) 
Gad) p= (1-- 82) Ps, 

其 中 =B 一 7/2, 或 取 ac (r-i) B= 于 (十 言 ) 这 时 


精度 更 高. 
格式 (7) 的 中 间 层 边界 条 件 的 形式 非常 简单 
gt 
li ΠΗ 
Mb α-β--Η, 应 用 Kellogg 引 理 容易 证 明 格式 (7) 绝 


对 稳定 ， 而 且 计算 程序 单一 , 使 用 十 分 方便 . 
4 Ω 为 非 正规 区 域 时 ， 问 题 将 更 复杂 些 ， 有 关 复 条 区 城 
的 情形 , 我 们 将 在 本 书 第 二 部 分 里 讨论 . 


$83 一 些 数值 例子 


这 一 节 里 我 们 给 出 用 稳定 化 方法 、 预 估 校 正法 和 按 算 子 
分 量 分 裂 法 计算 的 三 个 数值 例子 ， 一 个 是 二 维 热传导 问题 ， 
一 个 是 三 维 的 .它们 的 精确 解 都 是 已 知 的 ， 其 目的 在 于 通过 
这 些 例子 来 加 深 对 算 子 分 裂 的 理解 ， 有 了 精确 解 作 比较 更 容 
易 看 清 这 类 问题 在 求 数值 解 时 误差 的 趋势 ， 从 而 看 到 一 个 绝 
对 稳定 的 格式 在 实用 中 的 优越 性 ， 第 三 个 例子 是 带 有 角 奇 异 
边界 条 件 (不 连续 点 ) 的 问题 , 其 精确 解 是 未 知 的 . BERNA 
易 从 问题 的 解 的 物理 性 质 来 判断 其 数值 解 是 否 合理 (定性 地 
判断 )。 所 有 的 结果 都 只 选 择 极 少数 有 代表 性 的 数据 以 表 
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列 出 . 
Bil 解 二 维 热传导 初 边 值 问题 


[2 (Z-Z )p-0, (n αν 06x (0, 0.55], 
p |o= Hin civ, Sin σαν, 
p! rx[0,0.55] =Q, 
其 中 Q- fen αὐ |0«cas, as«1). 
这 个 问题 前 精确 解 为 


pm, Ta, P) — o "gin ez, Sin es. 
显然 它 是 充分 光滑 的 . | 
、 用 稳定 化 方法 求 其 数值 解 


我 们 取 网 格 ms kh, m. lh, 1 二 jz， 空间 网 步 t= 时 


间 步 长 z=0.005.， 这 里 算 子 的 分 裂 方 式 及 其 通 近 如 下 .: 


e e 
A- (Rau) 


(Αφλα-- ME να Pk 11— Prst- α)/}δ; 
Αι--------- 


A 
(419) Kt pr — Qut Qui) /13, 
. 89 
Αρ 一 E , 


CAsp)n 2 (29 — Qu 143 — 94-1) /A 
我 们 计算 得 到 的 数值 解 之 最 大 误差 在 9 的 中 间 ， 即 在 点 
(0.5, 0.5, jz), 1-1, 2, 3, …， 因 此 我 们 将 这 些 点 处 的 精 
确 解 (0.5 0.5, 条) 的 部 分 值 与 相应 点 处 的 近似 解 pa(0.5， 
0.5 IDRERÆ (p — o») PV 36 3.1, 
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X 3.1 


(0.5, 0.5, | φι(ο.δ, 0.5, t) 0-9. 
0.8157 —0.000 
0.1411 — 0,002: 
0.0530 0.001 - 
0.0199 0905 
0.0075 — 0.0003 
0.0028 — 0.0001. 
0.0011 . — 0,0001 , 
0.00C4 . — 0.0000 
0.0001 —0.0000 
0,0000 — 0.0000 
0.0000 0.0000 


-. RAREZA 

我 们 仍 用 及 一 0.1,，z 一 0.005， 计 算 结果 与 表 1 相 同 . QE 
如 我 们 在 上 一 章 里 已 指出 过 的 ， 当 算 子 4 与 + 无 关 而 ΑΙ 与 
As 可 交换 时 , 预 估 校 正法 与 稳定 化 方法 在 解 齐 次 方程 (7 一 0) 
时 是 等 价 的 . 

计算 结果 表明 计算 格式 的 稳定 性 能 良好 ， 误 差 主 要 是 由 
SHPK (5 — 0.1 mis] deny. 

三 、 用 按 算 子 分 量 分 裂 法 (局 部 一 维 化 方法 ) 

计算 也 得 到 同样 的 结果 .由 于 日 是 正规 的 ， 且 边界 条 件 
lr=0， 所 以 在 计算 中 间 层 边界 条 件 时 三 种 方法 均 未 产生 任 
何 麻 烦 . 

例 2 三 维 热传导 问题 
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A-(Re ER (æ, i) € Qx [0, 0.3], 
P| t-o — Sin ww Sin ers Sin Atz, 
p| rxrooal 一 0， 
其 中 Q-—1(z, v, οα)]θ«σι, ta z«1), 
问题 的 精确 解 
φία, £) —e9*'* sin σοι qin σος Sin qvas, 
1813 ΣΑ |} 5] 1, ΠΠ Ε. 35 [ΒΙ-ΞΙΗ ΠΕ 45043 34D 
3; h—0.1, τ--0.006, 
一 、 用 稳定 化 方法 计算 ， 所 得 结果 ( 取 5 位 小 数 ) 列 于 表 
8.2, 最 大 误差 在 立方 体 的 中 心 点 (0.5，0.5，0.5). 


表 3.2 
i 9 (0.5, 0.5, 0.5, ϑ|φι(0.5, 0.5, 0.5, Ὁ 9— 9, B 
0.1 0.05177 0.05305 —0.00127 
0.2 0.00268 0.00281 —0.00013 
0.3 0.00014 0.00015 -oooool — 


二 、 按 算 子 分 量 分 裂 法 计算 , 所 得 结果 列 于 表 3.3. 


表 8.8 
t 9(0.5, 0.5, 0.5, Ὁ]φιίο.δ, 0.5, 0.5, ϐ) Q-— 9» 
0.1 0.05177 0.05301 — 0.00124 
^ o2 0.00268 0.00281 -0.00013 ` 
0.8 0.00014. 0.00015 κ. 
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例 3 解 初 边 值 问题 . 
(19 , PN 
Mea) ext un, 
9 [teo 70, 
9| rxio,11 7 1; 
其 中 D= {(αι, 20) |0 m, σος), 
RIR A —0.1, τ: 0.05， 用 预 估 校 正法 进行 计算 ， 我 
们 将 最 初 四 步 的 解 在 点 (0.b 1), (0.5, DRG, 1) 上 的 值 
( 取 4 位 小 数 ) 列 于 表 9.4. 


表 84 
t φι(ο.1, 1, t) pa(0.5, 1, 1) qul, 1, 8) 
0.05 — 0.0728 0.9036 0.9842 
0.10 0.9358 — 0.6950 —— 0.081 
0.15 0.038 | 0.5406 0.7563 
0.20 0.1560 0.4296 0.5965 


由 表 生 可见 , 在 靠近 边界 处 , 计算 第 一 步 就 出 现 负 值 , 这 
是 不 合理 的 .产生 这 一 现象 的 原因 是 由 于 原始 数据 ( 当 t=0 
时 ) 在 边界 线 : αι--0, α;--3, φο--0, ὤ»- 2 上 解 不 连续 (由 0 
跳 到 1), 且 r/K. 

于 是 我 们 缩小 时 间 步 长 先 取 “w=0.005, 计算 十 步 , 然后 
再 放大 步 长 z=0.05 继续 计算 . 这 样 一 来 ， 靠近 边界 处 的 负 
值 便 消 失 了 ， 计 算 结果 见 表 3.5. 

我 们 放大 空间 步 长 h=2/10, Hir τ--0.06. 计算 结果 


列 于 表 3.6、 结 果 未 出 现 负 值 ， 这 时 Ton 10. 
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表 8.6 


94 (0.1, 1, £) 


Φ,(0.5, 1, t) 94, 1, t) 


0.05 0.2476 0.8801 0.9912 
0.10 0.1635 0.9022 
0.15 0.7502 


0.5968 


表 8.6 
t Pa (0.2, 1, t) φλίο.6, 1, t) Pall, 1, t) 

0.05 0.3892 0.9340 0.9796 
0.10 0.8318 0.7726 0.8932 
0.15 0.2386 0.6113 0.7441 
0.20 0.1874 0.4883 0.5917 
0.25 0.1449 0.3781 0.4665 
0.30 0.1135 0.2966 0.3661 
0.25 0.0887 0.2320 0.2867 
0.40 0.0694. 0.1817 0.2245 
0.45 0.0548 0.1422 0.1757 
0.50 0.0485 0.1113 0.1876 
0.55 | 0.088 | 0.0871 0.1077 
0.60 —  ! 0.0860 0.0683 0.0843 
0.65 L 0.0204 0.0534 = 0.0660 
0.70 0.0160 .0418 0.0516 
0.75 . 0.0125 .0327 i 0.0404 
0.80 0.0098 «0956 0,0316 
0.85 0.0076 0.0248 
0.90 0.0060 0.0194 
0.95 0 0047 0.0152 
1.00 0.0037 0.0110 
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$4 解 双 曲 型 方程 的 算 子 分 裂 法 


算 子 分 裂 法 已 用 于 解 双 曲 型 偏 微 分 方程 .我 们 将 从 薄膜 
振动 问题 的 解法 讲 起 ， 这 里 存在 着 两 种 处 理 途径 ， 一 种 是 先 
将 原 问题 化 成 发 展 问题 ， 然 后 用 上 一 章 提供 的 方法 进行 分 裂 
求解 ; 另 一 种 是 直接 对 波动 方程 作 离 散 化 分 裂 ， 这 一 节 介 绍 
前 一 种 方法 ， 下 一 节 再 介绍 直接 分 裂 方 法 . 

考虑 下 述 带 有 周期 边界 条 件 的 薄膜 振动 问题 

ey ϐ αρ " 0 


ΟΦ Ὁ 0p 0 Op 
o Oz, a 07, Όσα Όλα Fax 0, T], 


p | t=0 = f οι, ο) , (8) 


à 
ΞΕ µο 7 ου 2), 


其 中 Ώ--{(αι, za) lOt taxi}, 

αἳ --α (σι wa) 是 扰动 传播 速度 之 平方 , g 53 g 是 给 定 
的 函数 . 

RARE pO ta 伸 关 于 所 有 的 变量 都 充分 光滑 . 

我 们 打算 把 这 个 问题 化 成 发 展 问题 来 处 理 . 为 此 将 (8) 
改写 成 方程 组 ， 


Z aĝe o, Τωκ[ο T (9) 


ία m+- ao)=0， 


V] i-o u* (σι, σα), | 
及 初始 条 件 v [i-o — v? wy $$), ος 
gio θι (σι, 22), . l 
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其 中 函数 只 与 名 的 选取 有 某 种 程度 的 任意 性 ， 只 要 求 它 们 
满足 关系 式 ; 


9 0 ə Ον .. 
E (αυ ) 十 -天 (αυ ) 一 9a(zi，2a)， 


引进 矩阵 4 及 向 量 D dT. 
T 8 


ə ὃ 0 


一 一 一 ὦ 


| ĝm a Qt. 
这 样 一 来 , (9) 可 写成 发 展 问题 的 形式 . 
2 40 一 0 于 如 x [0 TIK, 


， " 
2 D 


σι 
我 们 先 考 察 对 称 算 子 4 的 性 质 ， 为 此 , 5 SIE ER 


ag $--LI- ra 


aes (αν). 9607 — æ Jaa 


(10) 


(au) -p+ au ——— 


- -| -Z (aup) + (avp) |à 
= — | Laup conv, οι) +avp cos(n, vajd I 
=- | ap[ucos (m, 24) +v cos (n, sa) ]d T 


=— f. apti, d I^, 


HE us, ERAR uiro 5 D λε Β. Καπ 
p 的 周期 性 ( 解 之 导数 也 其 周期 性 ), u, 在 正方 形 Q 的 关于 
中 心 对 称 的 边界 点 上 之 值 大 小 相等 , 符号 相反 , πα ΕΠΕ ΗΒ 
线 积分 为 0, 因而 得 到 条 件 
(ΑΦ, $)=0. (11) 
当 落 膜 是 固定 在 边界 上 时 上 式 仍然 成 立 。 这 时 ， 即使 
为 任意 区 域 , 条 件 (11) 也 是 成 立 的 ， 这 个 条 件 保 证 了 问题 
(0) EZ RE — FE. 1148, 设 问 题 (10) 有 二 解 δι 5j du, 则 
Φ-Φ.-Φ, MERRI. WERE. KORI P 作 内 积 并 
考虑 到 条 件 (11)， 就 得 到 


ep . = =L pp. 
(2249, 9)- 5 (3, Φγ--(4Φ, 9) - 5 0—0, 


其 中 Ὁ μα ον 
E uo gi 0, WURDE 
[iion 
101... 0. 
就 有 [9] =0. 


这 就 意味 着 总 有 Φι-Φ,, OR JEME T BS. 
现在 讨论 解 问题 (10) 的 算 子 分 裂 法 ， 我 们 将 算 子 4 分 


ZU; 
S 27 - 


0 0 一 C po 0 0 0 
A-| ο ο ο Ho 0 -a 
δι 
ον ιο ο ο —--2.a ο | 
Ότι 一 2 


像 前 面 那样 可 证 
(Αιῷ, 6)—0, (Að, ὦ) —0, 

Kik, ΠΙΕΞΩ͂Ο) RE ARARE- ΕΝΑΛ ΤΕ 
法 或 预 估 校 正法 或 按 分 量 分 裂 法 来 求解 . 值得 指出 的 是 , 当 我 
们 解 一 维 以 上 的 高 维 波动 方程 时 则 用 按 分 量 分 裂 法 最 好 ， 因 
为 它 对 算 子 4 “和 在 要 求 条 件 极 少 的 情况 下 就 可 保证 得 到 一 个 
绝对 稳定 而 义 具 有 二 阶 精 上 度 的 差分 格式 ， 所 以 这 里 我 们 只 讨 
论 问题 (10) 的 按 算 子 分 基 分 裂 法 . 


1 
j+1/3 i ^t Di 

| wes qoa DD 
T 9 

21:1 1 

D qiti οὐ 3 1 ας 

Lis T RR a AM 

T 2 


加 到 数量 形式 即 有 


fitt (12) 


(13) 


~ 
= 5 
bd 
M 
55 
το. 
+ 
s 
[ 
e 


1 1 
ptg”? 6. (α vt) 
δυο; 2 ἡ 


t T 


从 上 式 中 的 第 二 .四 两 个 等 式 得 


1 
m 
l T=, 
i£l 
ο Z, 


-以 此 代入 (13) 的 其 他 等 式 , 则 (13) 就 化 成 


ulti et ΠΗ 
— — (6 一 一 一 
T στ 
ΕΣ. ; ji 
p 5-ῳ 9 ( D EET 
———— m LÉÁAAML—— 0 -一 一 一 一 一 -一 n 
T Qn . 2 
j41 j j+1 1+3 (14) 
Jj — 14 
v Jj lg 8 (5 to ) 
T Οζα 2 


aao QR jij 
gpm? 8 (a ο. ) 
T Qs 2 . 


παν ο πα ο ο τν το HK 
格式 ， 从 (14) 出 发 ,我 们 将 选取 4 ο 9 的 关于 空间 变量 的 关 
分 逼近 以 便 得 到 一 阶 精 度 的 绝对 稳定 格式 ， 同 时 又 保持 4. 
ΒΑ. 的 差分 通 近 算 子 As 与 Aa 满足 条 件 
(Að, Φ)--ο, ὁ--1, 2, 

B 人 - 广 为 空间 网 步 .我 们 用 下 面 的 离散 格式 来 逼近 (14)， 
fout -ut HP TALES 
ο c e ο”. 


T 


NE 
li 
? οἱ Afa (E) a (6-55) ] 
T Á 41.1 2 "E xl p m , 


1 
uL - tu [( τω - (22:975, ] 
T h x i 2 6-11» 
1 


"E 
| pii Φμ - a. (At A Lg στο | 
T At nm 2 miri ^ 2 ud" 


(15) 


δι 
& 

| 
Mi 
[ 
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b, 1-1, 2, =, N —1, N=, j=0, 1, 2, -... 


为 确定 起 部 , 我们 考虑 边界 条 件 : 
9 | rxto,ry7 0. 
在 网 域 边界 上 有 条 件 ， 
(P Prai = Pko = pia -0, 
l, k=1, 2, es, N—1, 
其 中 iy FR mue je dm 


因 友 与 好 已 知 故 从 (15) 及 (16) 就 可 以 计算 出 v 与 4 
在 各 时 间 层 的 边界 条 件 . 
车 令 


f T 
atq ten 


(16) 


1 - 1 
4 then eel). Bh Gee), (ur, 


j ba - paxil 一 Die — giu 


t Oli itla — Arii th tt (odi, 
期 由 (15) 的 第 一 ,三 两 式 得 
: [s =uj + 2uula $u — αι.) ^ 
i --υἱμ-2μμίβῇ — B1). 
AERA CDK pisi 4 XT, 并 顾及 (17) 即 得 
| μν γι 100 1 一 (Wrin tui i 1) αἲ, uod aim fl 


(18) 


. (k=1, 2, =, N—1), . 
αἷιι-- αν μι (1-1, 2, τν N—1), 
Basi a — (uaa uua 1) Bla a BE ua = bl 

(1-1, 2, -= .N —1), 
Blo=Bi,x=0 (}--1, 2... N-D), 


19) 


现在 可 以 把 上 述 算法 的 实施 程序 描述 如 下 : 
1. - 


确定 初始 场 ; uki D^ 及 Pin 


Mob e$ 5 vt W ERA: 


0 0 
Gy c1 Rikt, Ωμ 1, UR-1, i 


—2hgi (kh, lh) — (ax, 1410, taa — P tea 1)。- ΜΠ 


所 以 uds 与 网 的 确定 带 有 一 定 的 “任意 性 忆 ο 


- ο σι ο» 55 


t 由 (17) 计算 出 fü Ex μπει, ἐς 

. 由 (19) 第 一 式 计 算出 os 

. H (17) 8 B ph bib μα, Mex 
. 由 (19) 第 二 式 计 算出 88 ` 

. 由 (19) 计 算出 uts οἷν 


.由 (7) 的 Ah 的 表达 式 利用 φὲ ΜΉΚΗ oh. 


然后 重复 步骤 2、7, 体现 对 j 循环. 

上 述 程序 除了 第 3 步 与 第 5 步 要 求解 三 对 角 方程 组 外 ， 
其 余 各 步 都 是 显 式 ， 

这 种 算法 易于 推广 到 更 复杂 的 双 曲 型 方 程 上 去 ， 且 通常 
导 问 二 阶 精度 的 绝对 稳定 格式 ， 


当 alen αι) mL 时 , 则 uum - (7/2). FEDRE 
成 十 分 简单 的 形式 : 


Tahi Gora ct ab aam fi 
αι — od, t= 0, k 1, 2, UN N-—1; 
j βία (ttr) Blat Bl, bius 


Bł. o= Bl. x — 0, l=1, 2, +", N -1, 
1350, 1, 2, =. 


(20) 


$5. MIUN HA ὤρ 


上 一 节 已 经 讨论 了 将 原 问 是 (8) 化 成 发 展 问 题 (10) 所 导 
出 的 算 子 分 裂 法 .这 一 节 将 讨论 对 问题 (8) 直接 离散 化 成 三 
Basins b #t) 隐 式 差 分 烙 式 后 的 算 子 分 裂 涛 . C 
为 简单 起 见 , 我 们 仅 就 (os, 22) 1 的 情形 来 讨论 . 
到 网 格 οι — kh, sa=lh, t—3v. PEERS 
Plts d, Ὁ) =p(kh, lh, jt) = glo gi. 
考虑 如 下 形式 的 三 层 隐 格 式 ; 
[1-- a (83, 十 32) -- ἆδειδςι]φίς 
= [2— b(82,- δὲν) —e8282,] ol 
-- [LHe (zt 82) - £929; φές ', (21) 
其 中 a, b, ο, d, e, f ARRERA. 它们 前 不 同 选择 将 导向 
不 同性 质 的 差分 格式 .我 们 将 选择 这 些 参 数 ， 使 此 格式 既 对 
《8) 有 较 高 的 逼近 度 , 又 便于 计算 . 
为 了 便于 构造 分 裂 算法 ， 首 先 我 们 取 4%= .这 时 (21) 
变 成 分 解 因子 的 形式 
(1 ἠ-αδτ) (1-- a03) pt 
= [2— b (82-- δ) — e0702] p- 
— [1--e(81 4-02) - f010219! 1, (22) 
其 中 32, 02, ph BARR OZ, δὲ 5 ge T. 
若 问题 (8) 之 解 9 充分 光滑 ， 我 们 就 可 以 将 出 现在 (22) 中 
EI o TER (kh, lh, 77) 处 展开 成 Taylor δὲ ἄχ, 并 利用 方程 
Op Op , Op. 
QUÀ Or Om. 
Gap ος 


(23) 


等 等 , 展开 式 (包括 h* 项 ) 为 
021p! = =r0a fO +- T Die zy 906 
tu r9 Ds, 
8)o e 05:570, X. (e )0, 


2 1 i i 8 
ο)» 6 (eo 78D5 


ΕΚΕ 
ο pn uu Oe 


十 一 XS r*-1)n, 
61529/*1— - D, ErD,—. r?- 431g JP, 


1 
(824-83 jp =0a +- --οι 4T 380 σου 


2 
82819! = Di + -二 一 x Ds, 


ΙΙ; 


OP E 


(22 


+e. 


905p 
Ot 0r? Qai ' 
..£ (9 2e) 
ark ðr NOx Brå /* 
Lees(1962 年 ) 建 议 取 参数 为 
a=0= =n, 
ὖ----(1--2η)τ᾽, 
ϐ----2ητ', 
fun 
其 中 "为 男 一 参数 .将 Taylor 展 式 代入 (22)， 有 截断 误差 
(主要 部 分 ). 


-l[G- d )"*+ 直 T 'Jo.2n- i Dj. 
E o ΗΡΙ ΝΑ. ΜΗ ΗΞΕΡΕΣ HAEE 


Olh’). 
1965 ££ Fairweather 与 Mitehell 取 参 数 为 


D; =} 


D= h° 


(ae 4L (1—7), 


b= — 5r), 

m -z 0r eet), 

f= 
这 时 主要 截断 误差 为 


工 8 
8p "(eot 8) τν. 
车” 的 六 阶 偏 导数 有 界 ， 则 这 时 格式 在 解 类 函数 中 有 逼近 度 
Ο(α--18), 比 Lees 的 格式 提高 了 2 阶 。 
| oa 


Caxapcgai 1964 年 提出 的 格式 为 


工 
-ᾱ--.Ξ (|-.βγ8 
ra-e τοί 613), 


b-- o, 
νιν 
| e= — -y 036r, 
pa --4 4- θηλ 
其 逼近 度 为 O{z? 十 加 ), 界 乎 前 两 种 格式 之 间 . 

”在 考虑 格式 的 逼近 阶 时 ， 由 于 我 们 应 用 了 (23)， 也 就 是 
说 , 函数 p 满足 波动 方程 , 只 有 在 波动 方程 的 解 类 中 再 加 上 充 
DARRE. 上 述 三 种 格式 之 截断 误差 才 具 有 前 述 形 式 . 

上 面 三 种 格式 的 共同 特点 是 参数 的 选择 都 具 条 件 
απο 0-—(2a-r),- τα", 
这 就 保证 了 二 种 格式 具有 相同 的 形式 : 
Gad (1-082) [pi 3 οφ) i73]. - 
= Lr COT “η δ) — Ce-- 227) 8382] f, 


车 记 B= -— (e4 2a), WERE 成 
(1.2- a8) (1 n 2) [p/'1— 2g 4- gi] 
—fr (8788 Ba, | (24) 
Lees 格式 : a=- or^, B= o. 


Fairweather-Mitchell KA, | 
ο. r? = 
Caxapcxaii E. 
i α--πῶ- 653), β-1/6, 


由 此 可 见 , 其 中 以 Lees MSIE SUR fé : 
-下 刹 讨 论 其 分 裂 算法 ， 我 们 从 (24) 出 发 ， 一 个 最 旦 本 
但 从 计算 的 观点 来 看 却 不 经 济 的 分 裂 算法 是 Ibos βὲ Hl 
的 : 

Hd 


(1--a81) o. =r [824-92 -- 88252] of 
+ (L--a81) (1-482) (29! — 97), 
"EI ᾿ 
(1-- a8) gi ρα, | 
io EEdEfS— R REHA dip, δὲρ 及 101p. 
Lees 提出 一 个 较 经 济 的 分 裂 算 法 ; 
zl 
[{1--αδ1)φ᾽ ?=r (at 十 器 一 B ape, 
; (25) 
i 
La ἠ-αδὲ) (pi *1— 2g! 4- git) =p"? et B Sip, 


EOREDOS SUAE aM), HUSRUBSS RE Ep, 
就 知 它 是 与 (24) 等 价 的 . | 
从 (34) 出 发 , 还 容易 提出 其 他 的 分 列 算 法 ， 下 面 看 一 个 
数值 例子 . | 
Bb ”计算 下 述 问题 的 数值 解 . 
õp Op , Op 
f Qt Or Ou 
ul t0 = Sin πι Sin cvs, ᾿ 
} δι | $C Q-—i(z1 v2) 10<w1, va<1}; 
E t-0 30, . Μπ 
ul rxro,9 一 0， ΓΩ 的 边界 ， 
Ji h— TY/IL( 即 每 一 时 间 层 含 100 个 内 点 ) 0.00, BT 
r—0.66, JH Lees 格式 按 分 裂 算法 (25) 进行 计算 ， SAn 
分 别 取 为 1/4 1/2 与 1， 由 于 问题 的 精确 解 次 


(z, ti) EQX [0, 3]; 


.— $91. — 


φίαι, v», ἃ) Sin ce, Sin σζίορ 008 2m. 
现 将 最 靠近 单位 正方 形 中 心 点 处 近似 解 的 误差 每 隔 五 步 的 值 
Jy 8.1, ib fb ZR φ', φ' 是 由 精确 解 给 出 的 . 


X 37 


7 1/4 1 


0.3 — 0.009353 — 0.018065 — 0.034928 


0.6 — 0.010148 — 0.020010 — 0,040224 


0.9 0.025128 0.047913 0.090206 


1.2 0.037914 0.074418 0.148135 


1.5 — 0.019930 — 0.035643 — 0.057948 


1.8 — 0.069506 — 0.134848 — 0,261908 


2.1 -0,011155 ! — 0.021693 — 0,076422 
I 


2.4 0.087278 0.165541 0.306223 


2.7 0.062022 0.128138 0.276733 


3.0 — 0,076253 — 0.137287 — 0.224734 


为 了 研究 格式 的 稳定 性 ， 我 们 作 些 一 般 性 的 分 析 ， 现 在 
考虑 问题 ， 
Z? Ap-f, T ax [0, T], 


φ]ε-ο--θι» (26) 
| FAW. 


= gə, 
设 算 子 4 与 i 无关, 且 问 题 的 解 充分 光滑 . 设 4 正定 , 即 
(Ao, g) >r? (p, p). 
考虑 (26) 的 差分 逼近 . 
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jt1 9 j.p -1 lg j—1 
p - 9l 十 4 o 7 9 =f, 


φ'--ῃι, 

φ'-(1---Ξ- 4) αντ Tf. | 
其 中 网 是 空间 变量 的 函数 . 若 4 表示 离散 化 后 的 矩阵 算 子 ， 
则 φ' 表示 向 量 ， 应 用 谱 分 析 方法 可 以 证 明 上 述 格式 绝对 稳 
ΒΞ, 

我 们 的 目的 在 于 研究 (26) μι 458" πε. XIR 

4-3 Αν A0, ὁ--1, 2, m 

我 们 采用 下 述 差分 逼近 : | 
fi(1—- A) τμ agi ft (27) 


它 以 二 阶 精 论 (关于 v)EJL(26). 其 稳定 性 条 件 为 
v«2/B, 


其 中 6 为 算 子 (I+ A) A 的 按 模 最 大 的 固有 信 , 由 


此 可 兄 ， XT XS 287; PES — t 6 65, fs 513) HALE FRA 
是 条 件 稳定 的 . 

《27) 的 分 裂 算 法 为 : / 

1. 多 一 多 e-(I- Ane T5 

2. (1-5 αι) um -Ap f^ 

3. (T+ A $—2, 3, =s M; 


4. rap 
重复 2 3 4 步骤 (I=1， 2, 3, en). 


| 
Ξ 
| 


第 4 章 


非 定常 问题 的 算 子 分 裂 法 E 


` 按 算 子 分 量 的 分 裂 法 是 作为 构造 经 济 差分 格式 的 一 种 方 
法 而 加 以 研究 的 . D. B. ΠΘΜΗΠΟΒ, H. H. ἥπθπκο, A. A. 
Caxapegai 等 曾 研 究 过 具有 复杂 结构 的 微分 方程 用 具有 较 简 
单 结 构 的 方程 集 进行 弱 有 逼近 的 问题 ， Jergo-TewroB 定理 
给 出 了 弱 逼 近 方法 的 收敛 准则 ， 我 们 认为 这 方面 的 理论 对 研 
究 算 子 分 裂 法 有 着 重要 的 意义 ， 而 且 定 理论 证 方法 是 初等 
的 .所 以 在 本 章 加 以 介绍 . 

基于 弱 通 近 理论 , 接着 将 介绍 解 发 展 问题 的 弱 通 近 - 
Tazepgus 方法 ， 其 中 包括 一 些 十 分 有 用 的 格式 ， 它们 都 是 绝 
对 稳定 的 . 


$1 弱 逼 近 的 一 些 例子 


为 了 使 问题 的 是 出 有 一 定 的 背影 ， 我 们 将 内 一 些 最 简单 
的 例子 开始 
9i 1 ACIEM ERE RA LIU. . 


[i -sh reo P) 


9| to — 0, 
在 区 间 [ἐν ἐν] 18 orn 6547, 81 


dos qu s aM Ie 
di =f(%, t), tE [ἐμ 151], 


TJET. 原 米 的 问题 可 用 问题 
[$ 0, te [δι T]; 


91-970 
eim. e. C0) ZR OLI ΜΗ ΗΝ. 
容易 看 出 , 原 问 题 的 解 为 
pt) =t, 
而 近似 问题 的 解 为 
2t— t; ο ο, 
e| p 
tjs ο 033v, 
KAIER e, t Eo, Td 
lim [Ef Ὁ -/ίθ}άε-ο, 
这 表明 函数 了 (z, 为 是 弱 逼 近 于 SORE 4.1). 
le( ^90) |= [t-3v| m, -当红 [io taal, 
MO }-0, 1, … 天 , 均 有 
lim |p) —9. (0| =0; 


BI c 4177 8 RME οι C) inae S Β| ΒΕ [πα 8 f ett (HE 4.2). 
例 2 运输 方程 的 0auchy 问题 . - 


b 


Op ` δρ, Op . . 
pe t+ 12-0, co «ay 400, 


p | i=0= 9, 45). 


l 
I 
人 
1 
| 1 | 
! 1 
! 1 
L 1 
7/2 τ 37/2 27 Br/2 8* 79/2 | 


图 4.1 
函数 (0 5$ f(z Om EE 


T 37/2 27 57/2 37 75/2 t 


4.2 
积分 曲线 0 5 ex C) ΗΕΔ: 


这 个 问题 的 解 是 
Q(Xi, Do, t) = g(t, — t, σα — t) 
=T QT α()φίαι, οι), 
其 中 了 -1 人 与 了 -as 办 是 位 移 算 子 ， 其 定义 如 下 ， 对 二 元 函数 
J Ga, za) 有 
T 40)f (vy ὧν) -—f(m-t, £3); 
THS (as, αρ) =f (x, £3—1). 
我 们 用 方程 
0g« το Pr E» 
B m frat Φος T? 
3387) ER, 其 中 
2 0 jr<t<(i +E) 
ro- πω] 1 
0, 2 (ilu (3--1)v, 
j-0, 1, 2, Ut 
这 种 逼近 , 实际 上 是 将 原 问 题 局 部 一 维 化 了 ， 也 就 是 说 , EUN 
原 问题 分 裂 成 一 系列 较 简 单 的 问题 . 


Ops 99. - : (j i) . 
ο urb 0, 39v « i & J 二 + 与 τι 


9p, 0p. . (j 4 ; 

Pra eo, (j+ pem Gs 
j—0, 1, 2, «4 

9,(0) = gl£, 83). 


分 裂 问题 的 第 一 个 方程 的 转移 算 子 为 
Ss ο )- δι (3)-7-.69 
第 二 个 方程 的 转移 算 子 为 


Sa (2. )- S. (£)-7..6). 
因此 ,相继 两 次 转移 的 结果 为 
Slitt, Ὁ 28,00 (3) (5) 
aU V (m), 
即 近 ΠΠ SE B 的 解 算 T, HETE A 
5—jv 上 重合 .“ 昌 然 近似 问题 的 系数 f(t) SRO 4X 88938 C 
例 8 热传导 方程 的 Cauchy 问题 
[t ΟΦ O9 — 1.0. coc dco, 


ôt ark Orz 
9|:-o7 gE , 23). 
我 们 用 下 面 的 问题 来 通 近 它 ， 
- fis fi) ο Pr. o0, — Lm too; 


δις ᾿ 
φτ]ι-ο-- gts, 2. 
Ap ft (ὅταν 分 的 定义 同 例 2， 这 实际 上 就 把 原 问题 局 
部 一 维 化 了 ， 即 在 小 时 段 ἐμι] 上 它 变 成 了 方程 ， 


Zaoa Do, jet (fH) cem tees 


Op. i νο (jou D ΤΗΝ ΗΝ 
Lu 2 TAX j+E) ects (j+1)r, - eoa +00, 


原 问题 的 解 为 
φίσι, Ta t) 
-[*f7 G3, ος Ei, ἕο, Dgn Eddé dés, 
Hp G XU BU on 
— B8 = 


G ry, wos Er Ez ϐ) — Gams En ts (os, Es Ὁ), 

Gio. ἕν H= NT exp (E) à—1, 3, 
BC t 38} {μι 有 l 

φίαι, to 0553) : 

“ΓΡ θῶ. ο) ἐν. ἕν τ)φίξι, ἔν IE dEn. 
ΠΠ ο ο ΒΙ ἐμ. ο to PER LL. 到 
54, ΤΉ ΔΤ, 


Q3, Da, fa) 


-| 去 1 exp [ (m, — £1)? ] 
一 co 2、/27 ed —1j) 8 on — 13) | 
-φεΐξι, a 0) dés 
dee > B - - v 
-| Gy, Eo τ)φτ(ξι, V» tj) deu 


Prin τα. ji) | . 
qe 1 ro éa)? 
»[ (5ο-- £9) ] 


Lj. Tx = 0X 7 
一 ca 2^ 2m (Gai tg ) 8 CERNI ) 


-φείσι. ἕο, t 1 λὰξ 
. 5 e$ 


.. 4o ` 
= Γ Gs (Eo Ep, T)9zy (41, és ZH Jd, - 


D 


feo. £s, v)Gi(ms ἕξι, Ὁ) - 
«φτίξι. En tj) d£ dés, 
24 j=0 时 ， 

Q. (m1, wa, Ὁ) = θίαν 9) -ϕφίωι, Ts 0). 
故 由 计算 公式 知 


Qu. Es h)-—p(ry ma 4h), 
%4 j=1, 2, 8, … 时 ,有 

Qr xi, S». lyon) -φίαι, Wa, igi). 
即 在 节点 i 上 近似 方程 的 解 与 原 问题 的 解 重合 ， 容 易 看 
出 , 近似 方程 的 系数 只 是 弱 到 近 原 方程 的 系数 ,而 近似 解 却 强 
收敛 十 原 问 题 的 解 . 

从 上 面 三 个 例子 看 出 ， 当 我 们 以 某 种 特殊 的 弱 逼 近 于 原 
问题 的 系数 与 右 端 的 函数 来 取代 原 问 题 的 系数 与 右 端的 已 知 
函数 时 , 这 样 得 到 的 近似 问题 当 参 数 Y 一 0 时 , 其 解 强 收敛 到 
原 问 题 的 解 ， 而 这 种 近似 问题 实际 上 是 局 部 简化 了 的 一 组 问 
题 , 它 实 现 了 算 子 的 分 裂 而 使 得 在 局 部 范围 [s 三 1] 内 问题 易 
于 求解 . 这 种 性 质 是 否 具有 一 般 性 呢 ? Ann 等 建立 的 关于 
微分 方程 组 的 弱 逼 近 理论 给 出 了 肯定 的 回答 .下 面 就 来 讨论 
这 方面 的 问题 . 


$2 微分 方程 的 弱 副 近 与 算 子 分 裂 法 


为 了 描述 微分 方程 的 弱 遥 近 ， 我 们 先 从 函数 的 弱 遥 近 定 
义 开 始 . 

定义 1 我 们 称 函 数 集合 fio 0) XOT. t ERKKO, T] μὴ 
38 E VE PRÉC f (m, 1), 如 果 有 


[ια 8) —f(s, $)]ds =ô (x, ti, ta, T), 
M 7-0 时 ， 对 任何 fa, tac [0, Tj] 均 有 
[δ] 0. 


定义 2 我 们 称 线性 微分 算 子 集合 Α.Ο) 关于 上 在 区 间 
[0, T] μη ESGEGE HE T- ΔΩ), REOS. A (0) 的 系数 存在 着 弱 
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逼近 . 

我 们 这 里 只 考虑 关于 变量 二 的 一 个 特 丈 类 型 的 弱 逼 近 . 
为 简单 起 见 , 以 后 简称 算 子 集合 ASQ) 为 算 子 . 

i Cauehy 问题 | 


2p _ 
[a cde d 
p(s, 0)— gle) 
是 适 定 的 ， 即 其 解 具 有 对 初始 条 件 的 连续 相依 性 . 
4 A-3 A, 


即 算 子 4 可 以 分 裂 为 比 它 有 较 简 单 结构 的 一 组 算 子 A Aa 
MEE Am, 


SRAT 
A=% a(r, t) As, (2) 
其 中 函数 a (v, 0 2-1, 2, …， m) 是 用 下 面 的 方式 定义 的 
k—1 


o,(v, i) =MÖmw, tt m 
1, 4 ¿=k Rf; 
其 中 u=] 0, M às 时 ; 
不 难 证 明 , 算 子 A. Je GB LT HET 4 的 . 
考虑 弱 和 逼近 于 问题 全 的 Qauchy 问题 : 
σα — 4.9. fs, 
φτία, 0) = (a), 
Ap fe Ἡ ΕΕ ΗΒ, ΠΠ EEREN, 特别 地 可 
ff. 
我 们 怎样 来 理解 问题 (3) 的 解 pz(%, 6) PUB S μή 
个 例子 已 丝 看 到 求解 弱 近 似 问 题 前 具体 步骤 . 对 问题 (3) 而 
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τοίη t Er, 
m 


ὁ, k=1, 2, =, m, 


(8) 


言 , 处理 原 则 也 是 一 样 的 ， 为 简单 起 见 , E f=, 
HIELO, v] 时 ， 我 们 将 它 分 成 名 个 相等 的 小 区 间 


[4 e, Ea jt 2, o, m). ο. οσα 


一 序列 问题 


其 中 rc gw), 
W plo, τ) --φτία, 7), FERB r(x, ?) 后 ， 我 们 再 在 
区 间 [r，{o] 里 解 一 序列 间 题 ， 


0p! $—1 - ᾧ 
Dr qm, τ---------φ-ἱττ----ι 
Οἵ m m 


ifa ma bl Lu ġ—i ) 
σσ! z τ) pi (ez τη σὴ 


gsm, τ) --φ-τία, v) 
ᾧ--1, 2, 2, m, 
这 样 继续 下 去 就 产生 了 问题 (3) 的 解 φείω, D. 
我 们 引进 下 述 记号 ， | 
Sls ἐν) JE ISLIBECD REESE. 
S. (s, G5) EREDHET: 
S. (is, ORRE (4) 的 转移 算 子 . 
从 前 面 讨论 的 基于 p-a, 站 的 构造 可 知 戌 立 下 面 的 关系 ; 


S. m, D - Sy (ts, t+ m~i τ) 


mM 
` Sys mi ri PZE 2) S (t4. 2! 
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基于 这 一 关系 , 故 称 问题 (3) 为 算 子 分 裂 问题 ， 我 们 的 目的 就 
是 要 弄 清楚 算 子 Ss 5), Ss 6) IAT δ (ές, εν) 之 间 的 
XA. 
WSET 4 为 
A= αμα Dr Dy, 


其 中 Oc os qu, D,= 6 (b —1, 2, e n). 
Oty 


引进 向 量 2, 它 的 分 量 为 
Ps = Pasts @n D*. . Do 一 D*o, 
其 中 组 合 数 a= (o4, αρ; '**, αι) 均 取 自 算 子 Α, 集合 (0， 0, 
0) 对 应 于 P= Phon Dpp, AH ὁ 的 第 一 个 分 


E: 


将 算 子 D^ 作用 于 方程 (了 D 的 两 端 , 则 左 端 为 
= Ep Ὁ γα, 9 pa 
Dar Bo? ar 
右 端 为 D*(Ago- f) - D"( Ap) - D*f. 


应 用 微分 法 ; Di(aP2)=PeDia+aDP2 
其 中 a WERDERA, Pes pene Mh D 作用 后 的 
方程 (1 化 成 为 ` 

P^ το g+ Def, 
其 中 IL 是 某 一 微分 算 子 . AP 是 9 的 分 量 ， Be kA 
分 量 得 到 方程 组 : 
εδ, κ (8 
3RUCCONSTPBROD 的 开拓 

例如 方程 
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op , op .— - 
δρ] Σια. δ. 0, α--1, 2, (6) 


设 PI. 对 (6) 关 于 αἱ 微分 得 
aP? 


a ERE EHE a $70 h aml, 2, 


wp= " P*, P?) , 则 原 方程 (6) 与 上 面 两 个 方程 一 起 可 表示 


2? — 3g, 
z Or, 9 0 | 
κ» 4- 站 pag o | 
x E ds 0 zm ον 


它 就 是 (6) 的 开拓 方程 组 . 
车 (6) 的 系数 均 为 常数 , 则 Pee 2 一 0， 即 任何 导数 P" RE 
数 p 一 样 满足 同一 方程 , 故 算 子 a BP 


A 0 O 
ἆ-ιο A οι. 
0 0 A 
我 们 将 开拓 方程 组 (5) HAT 和 相应 地 分 裂 为 
2-3: 2. 
其 弱 逼 近 方 程 组 记 为 
Loe CM (D 


引进 下 述 记 号 : 
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S (t, ἐν) 为 方程 (5) 的 转移 算 子 ; 
S (ts ἐν) 为 方程 (7) 的 转移 算 子 ; 
St, εν) 为 方程 

9g. 


at 一 m4Gr 


的 转移 算 子 . 
可 以 建立 下 面 的 关系 式 


S im, ϐ) - 6, (t, t+ ml τ) 


-1 -2 1 

Suae T , te 282). 8. (ee Ίντι). 
由 此 可 见 , 开拓 方程 的 分 裂 是 原 方程 分 发 后 的 开拓 。 换 言 之 ， 
ATERA 52r 2E ΓΣΑ. 

只 要 假定 

Ps= Dy, P3+8 = D*+8g, 

则 对 应 于 一 个 开拓 方程 组 有 一 开拓 的 Cauchy 问题 . 

我 们 用 工 与 L. 分 别 表示 Ouchy 问题 (了 DD 与 (3)， 而 以 
了 与 了 ,表示 其 开拓 后 的 Cauchy 问题 . 

BA I t I, 定义 在 同一 个 Banaeh 空间 B 里 ; 问题 了 
与 了 ,定义 在 同一 Banach ZA B E, 名 中 的 模 可 定义 如 下 : 

ΙΙ = ΣΙ7”13. 


下 面 要 讨论 一 致 适 定 问题 的 解 的 一 些 性 质 ， 为 建立 问题 
(8) 的 解 收敛 到 问题 (1) 的 解 的 定理 作 理论 准备 . 
$3 一 些 预 备 定理 


这 一 节 要 给 出 一 致 适 定 方程 组 的 解 的 性 质 的 一 些 定理 . 
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所 谓 一致 适 定 ， 是 指 该 方程 的 解 算 子 9s, 500 FE df 
A, tC [0, T]he X tts 有 估计 式 
1S (ta, t) [gerti 
其 中 o 为 仅 与 了 有 关 的 常数 . 
我 们 先 考 察 齐 次 方程 的 情形 (f 0), 
定理 .1 车 方程 组 (1) 一 致 适 定 ， 则 其 解 p) 一致 连 
续 . 
证 ”由 于 算 子 SGTm DEH, HOC (OUT O 
任何 4E [0, ΤΊ). did Cantor 定理 , oO 8— So £l. 
1384.2 车 问题 了 与 了 均一 致 适 定 ; Bx a. 31 d 
均一 致 连续 , 则 SP. 与 Αφ 存在 , 且 关 于 了 一 致 连续 , 并 满足 
方程 
op — 
D^ Αφ. 
”证 dep 0D —- (P (0) 对 任何 4E [0 四 均 存 在 ， 因 
此 , RER Ap 31a Q) P^ (的 ' 也 存在 (对 于 tE [0, ΤΊ). κ 
据 定理 4.1, 作为 一 致 连续 向 量 儿 ( 妨 的 分 量 的 P^ CO 4 — S i 
续 ， 故 由 定理 的 条 件 知 Αφ 是 一 致 连续 的 . 
从 广义 解 的 定义 有 
pt) --]τα (s, t), &—0, 
其 中 极限 在 B HAT 135—808. Β. p(s, 0 € B ΕΙΗ ΒΕ 1 in 
解析 解 ， 它 们 满足 
SE D AOPE 0), 


. ttt ] 
ecc t0 -ρίε, D=" Aple, 686. 


ΕΕΒΕ |" lo SOR BR 45 
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φῶ ντ) =p) = [^^ A PO) dG. 
因 4.009 (0 — S e Bc, 则 
φί{--π) -g(t 9p) _ 
2 > PES AOPE), v0 


时 ， 且 ÎE 一 致 连续， 定理 得 证 
^o ”下面 考虑 韭 齐 方程 (> 0) 的 情形 . 

定理 4.8 若 问 题 了 与 了 一 致 适 定 ，gE 了 ， 且 f()EB 
关于 o6 一致 连 续 , 则 公式 


σῷ =S 0)g+| SG DFO (8) 
"m 
构成 问题 [a "D 
φί0) - 9 
Mr 


证 首先 研究 函数 
FQ, 80) -S(t 8)f(8) 
的 性 质 ， 对 于 固定 的 6, ΡΟ, 0) ko) Bl. 


e [e 
pO) 16. 
的 解 ， 根 据 定理 4i, FE 0) 于 卫 及 下 内 一 致 连续 (关于 
D. 
让 我 们 依 B oor Roe 


F(t, O04h)—F(t, 0) 
—B (t, 0-- h)f (0-- h) —S (t, 0)f (8) 
—S(t, G+h Lf (84-h) —f(8)] 
4 [SQ, 6-8) - St, 0)]J (0) 


-S(t 0+) [f (64h) —f(8)] 
4S, 8A) LI —8 (0--h, 8))f (Ó. 
因 了 (9)-… 致 连续, 故 当 n0B, ΓΠΌ S3 X3 9 —X 
HETE. 现 在 来 计算 第 二 项 , 其 中 
[I—S8(8--h, 0)]f(8) — — LF(8--h, 8) — f (0)]. 
HPE, 9) 的 性 质 知 这 一 项 在 >0 时 对 任何 0 它 都 趋向 零 ， 
Hi KAFU, 0) e 0 连续 , 这 意味 着 它 在 区 间 [0, 如 内 一 
致 连续 , 且 于 B 内 积分 
PFW-[ ra, θ)ᾶθ 
存在 ， epu B KERE. 
φ({-Γτ) — p(t) 
«δα, 0) 80, 0]9+| S(--v, OFO 
«f [S (4--v, 8) — S(4, 0)]f (8) d0 
- [Sas 2-118, 0)g [^ Sov, ϐ)/ (69 
«f. [SCG+%,  — I1 (t 6)f (0). 


Rz Β ER SX (8) , 则 上 式 化 成 
9 (i 7) --φ(1) 


- IG, 0 - D ec - 86 650546] 
κο ο 
二 | Satr 0 —18. 2/98 
-[SG--c, - 7ο) +S" Sv, 050040 
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4 f | [S (t--«, δ) - IBC, Θγγ(θγάθ 


— [S (tv, ἢ — I] [δα 8)f (9) 49. 

上 式 中 最 后 两 项 可 互相 抵消 , 且 除 以 4 后 得 到 
9(tT*)—9() | [S(t-v, 0—I] 

人 


1 [77 SQt-v, 6)f(8)88 | 
LAP Ste, 0f (9 


由 定理 4.2 知 五 (5 Oc B, ig F(—F(t, 0, LH o(0) - 
g€ B, i 
e(t -8(i, 0)p(0) -- F (t) εδ. 
但 另 方面 
Betr 01 o0) - LU" Aq)e0)88, 


3h ψ(θ) 18 Cauehy 问题 
[rci TEM 


4) =pl) 
MUR. BELA) 5 Ses, 9)7(9) 均 一 致 连续 , 则 应 用 中 
值 定 再 及 当 τ-0 时 (9) 式 取 极限 即 得 
P AOP ESA, 


由 等 式 (8) 知 初始 条 件 也 满足 , 定理 得 证 ， 
Xx 0(0€B, (0) CB BB I —SORXERI, Ao 
(8) 也 有 意义 ， 在 这 种 情形 ， 它 可 以 用 来 作为 获 定 间 题 L 的 
广义 解 之 基础 
从 定理 4.8 可 得 
定理 4.4 若 问 题 了 适 定 , 则 问题 I, 的 解 连 续 依赖 于 右 
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端 f( 即 关于 右 端 适 定 ).。 sse 
实际 上 ， 
ων ΟΕ Μο ο 


«el ote [ ο 
以 后 我 们 就 用 公式 (8) 作为 问题 T。 在 定理 4.3 意义 下 的 


定理 4.1.4.2 和 定理 4.3 对 问题 I 仍然 有 效 . 


$4 fnemo-/Ieunaon 定理 


定理 4. D(flnenxo—lexuxon 定理 ) 车 

l. 问题 T。 51, P B X B rn — SEES 

2. I. 关于 右 端 适 定 ; 

3. 48( 对 问题 工 的 解 o) T # 一 到 连续 . 

4. gc B, 
则 (8) 是 问题 工 的 满足 条 件 3， 4 的 唯一 解 ， us 7 一 0 时 
Vr OD Xe ὁ — Sons Sere 0. 

也 就 是 说 , 若 分 型 问题 7; 及 其 开拓 了 。 都 适 定 , 且 原 问题 
了 之 解 充 分 光滑 ， 则 这 个 解 是 唯一 的 ， 且 分 裂 问题 7z 之 解 收 
ATE. 

证 令 p() 是 问题 I 带 有 初始 条 件 - gc B 的 解 ， 9.) ΒΞ 
[ΗΒ 1, AEA FIRED 18 e ὁ 8 μὰ : 则 R 数 υ() = -φτ() - 
g(t) 是 问题 


[s = Av (A. Αφ)» n 
. 9|i3o0.- 
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的 解 ， 由 定理 4.2 知 o(D REA FRIIK, 
οί) = SC 904 090030 ἕλοι, 


其 中 人 -f S., 8)e.(v, ϐ)ψι(θ) dg 
e, (0) = e, 8) -1. ψι(θ) = Α.(θ)φϕ(θ). 


. ηε[ο, Z] 
vt» „efo E]. 


t iv o Een 
: [BEST 
9 0 jv 


由 于 问题 Ι. 的 一 致 适 定性 ， 第 二 个 积分 是 OG) Ur 的 (关于 
一 致 地 ). A Wi XE t— ἐν Ab TE 3139 2) v0) SES Τ. 对 于 
w(t) 有 表达 式 l 


e = Σ ” 8, (5 0)e v, θγψι(θγὰθ 


κξυ 


| οι ὅ-- 1 
Αν ἑ--ἠγ-- 
x 27 m 


-全 名 | Srt, 8)e (v, θ)ψι(θ)ἄθ 
(x M). 


而 ει(τ, 0) SEGA 
e;(v, 8) =a Cr, 0) —1— mày- 1, 


η; c5 


将 它 代 入 上 式 得 


1-1 πι (em) 
nO- EE μοι 
T (αν )ε 
(022.2) 8, (6, ϐ)Ψι(Θ) 9. 
这 样 一 来, w 人 的 计算 就 化 成 关于 一致 适 定 算 子 S. (50) 
及 一 致 连续 函数 水 (0) FERN KRE RR: 
— {ti — 


Ls PES » 


(70 S.C, 0+0 +h) —8. (5, θγψ(θγ]46, 
它 可 表示 成 和 的 形式 ; 
JL ἴδια, Oha) - 8, 039(6)88 


+ Sle, 012 DEO 83) --ψ(θ)18ρ. 


BUT SG 9) 的 一 致 适 定 性 及 水 (9) 的 一 致 连续 性 ， 上 式 第 二 
项 是 hia ha) 阶 的 ,其 中 aha) 0, 24 A0 hi. RTRA 


.| ad 4.0) |49--Ο(α(5)). 


下 面 计算 和 中 的 第 一 项 ， 为 简化 起 见 , δὲ ha 为 正 数 ， 应 
用 关系 式 
S, (t, 8) -8,(t, 8--hj)S, (8 ha, 8), 
则 和 式 中 的 第 一 项 就 可 写成 
gels, 0+hs) [1 --Βε(θ- ΓΣ. 0))9(0)8. 
考察 表达 式 
[Se (0--h,, 8) - Ib (0). 
Ἐξ p(t) Æ Cauchy 问题 
[5 -Α-ψε, 
ψτ(θ) -ψ(6) 
的 解 ， 则 表达 式 正 是 
ba (0 ha) — pr (0). 
3$ ψ(θ) € B, ΠΙ 
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V. (6-19) --ψ.(θ) = p Asi, di, 
BUT Τι 适 定 , Ads 存在 且 有 界 , 又 
i Abd = O (ha) 


XT 7 一 致 地 成 立 . 
这 样 一 来 , 对 于 水 (9) ΕΒ“ 


[tC 0-34) —8. 5. 19086 70 (haha), 
因而 对 于 pO) EB, 关于 模 有 
m (rth) τ . 
ba δι(ι, θε. ὃν 
To= faal ( η ) 
—8.(& 6) (8480). 


环 可 视 为 作用 在 函数 p (办 上 的 算 子 LIRE. BA 
Ha Os] x OC) max] Apl, 
WXProcBXEwcB. AT Πιτ) 的 集合 是 一 致 有 界 的 ， 因 
9€ B, | D (e) | — 0, WA dg Banach-Steinhaus M, Da (v) 
收敛 于 零 算 子 ， 亦 即 对 于 上 =4pEB， 当 rr 一 0 时 表达 式 

Li(7)—0. 


注意 到 (0-30 =È a+ Lapo 


我 们 得 到 最 后 的 估计 式 
loH 0, 25v 08. 


定理 得 证 . 
对 于 常 系数 方程 , 则 只 要 问题 zz ΙΕΚ D. 这 时 定理 
中 的 条 件 减少 为 初始 条 件 的 充分 光滑 性 . 
这 个 定理 表明 ， 弱 逼近 于 问题 工 的 分 裂 问题 Jr 的 解 
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e. CO ΠΠ gt T μερί). 此 外 ， 我 们 从 分 裂 问题 1. 
的 解 的 存在 性 学 出 问题 了 的 解 的 存在 与 适 定性 ， 而 且 借 助 于 
FEOF S. s tO HUBBIEET: SC. 10 A REDIERE LU BUT 
AUT. μα LIE RU m T m BUS RE 
的 ， 所 以 这 种 分 裂 法 是 有 利于 计算 实施 的 ， 前 两 章 讨论 的 按 
算 子 分 量 的 分 型 法 可 视 为 弱 逼 近 方法 的 一 种 离散 化 模拟 . (或 
者 反 过 米 理 解 , 水 章 介绍 的 这 种 特殊 的 弱 逼 近 方法 , 正 是 前 而 
讨论 过 的 按 算 子 分 量 分 裂 法 在 微分 方程 中 的 应 用 ，) 沿 着 这 
个 方向 我 们 将 进行 另 一 类 算 子 分 裂 法 的 研究 . 


$5 ο ως Επ aep: 方法 


ο ο Banach 空间 Cauchy 问题 的 解 的 一 
种 构造 方法 ， 这 奖 方法 恰好 给 我 们 构造 离散 化 的 算 子 分 裂 格 
式 提供 了 一 种 型 论 基础 和 -条 十 分 自然 的 途径 . 

这 一 节 我 们 考虑 发 展 问题 ， 


£P Ap-f, (s D €Qx [0 T], 


φία, 0) — g(z), SEN; (10) 


P| rco. m 7 0. 


其 中 Ως- E^ ΤΕΝΙΣ, 
Ω--{σ]αι-αι-«δι a, b, Xy t3 (91, 9, τε, τὸ}, 
了 为 8 之 边界 . 


设 A20, X A-M 4 有 自 A1>0G-1 9, , m), 
τε . 


首先 考虑 4 与 时 间 1 无 关 的 情形 . 
问题 (10) 的 弱 和 逼近 问题 
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0, 


ap cAw efe (αι Ὁ EA [0, T]; 


φι(α, 0) = g(x), «CQ, (Hy 
4 pr| rxto,7) 70. 
Αν = αι(τ, t) Ai, (12) 
t=1 


ou(v, i) —HmOg, tjt k τέικε ιδ. T, 
m mM 


1, 4 ὁ--ᾱ, 
3 [h 
T [ο πο 
tj- je (i-o. 1,2, M= E) 
f- ΠΒ} {3θ181τ, WA AEE, ΤΗ) Π[ A 
Rf. | 
我 们 把 + 当 作 参 数 看 待 ， 则 可 以 定义 问题 (11) 的 弱 形 式 
H: ， ΄ ` : : 
R p. € HG) fi 


f δρ, o) as (pa P= (Fr 9); VYE HO); 


ot 


(pn V) =g, WD, t- 0l, vo € EO), | 


其 中 alpo RRIAT ΑΡ 相应 的 双 线性 形 ，7 是 与 算 子 
Ας 关于 空间 变量 的 微 商 的 阶 有 关 的 正常 数 ， 问 题 (13) 的 解 
称 为 问题 (11) 在 Tanepgaa 意义 下 的 广义 解 ， 容 易 证 明 ， 车 
ps 满足 (11), 则 必 满 足 (13). 

我 们 引入 ( 工 十 1) 维 空间 $* (0) Η(Ω), "BOE iR 
为 0,8, “我 们 要 求 问题 (139) 其 下 述 形 式 的 近似 解 (我 们 仍 记 
作 pr): 
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= 3905). 


从 (13) 知 有 
δῷ. = 
f or" bi)as (p. Ju) = Gs v), YESA), 
(Pr, ii) 一 (9 Jo, 当 t=0 时 ， 
即 
[2 +R ψὺ |= Ge do. t€ (ο, T], 
Sig (0) (b. W= Cg 0), Go 
$—0, 1, =, L, 


由 于 4: 具有 (12) 的 形式 , 故 在 不 同 的 时 段 ( 
tL | MREP a(o 由 ) 有 不 同 的 形式 ， 我 们 记 如 要 
应 的 双 线 性 形 为 alp, Ψ). RE CH) Re ji 

(D [ 385 Qu. pò mpl p = (fn ψὺ, 


t€ (t € 


: ] 
,TT 
mo m d 


k=1, 2, =, m, (15) 
4-0, 1, M-1 


一 人 一 


L 


Ave. W= (g d), 1-0, 
t i-0 1, L, 
fuu τπτ (pn Ph cs 92, 
bo. ψο), ho p) s o dz) T 
gp | Os P) ps p) es Qs ψα) |. (16): 


Ql, po), Qus des ny (Φε, pd 
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| Cho, Vo), ακ(ψο, Uu). ts alpo wb) 
K,- dis hs, Vo), αχ(ψη, du), s αμ(ψι, Pr) ， (17) 


Las (hr, ido), ἄκίψε, s) ns an bos bo) 
F,=(F 9%, Ph o, FE op Fie fuss), 
G.— (G^, G! ... 623, 其 中 G'- (g, i). 
则 由 (15) 之 第 二 式 
ὤφ, (0) =G 
可 解 出 Br(0) = (93(0), PECO), = PECOT FERAN 
分 方程 组 的 初 值 问题 ， 


dp. 一 b—1 k 
yp 7; +mRrpr— PFs, t€E (w+ =n, hta 


- _ | (18) 
gr | 120 7 94 (0) . 


由 于 Αν Hh 121, PK, E 9 24, 它 可 以 根据 (17) 先 计算 
出 来 的 ， 和 矩阵 罗 也 与 + 无 关 , 而 且 显然 是 对 称 的 , 又 因 


(Vp. p.) - 2) 23 ho dpt 
一 (3 pulo. 8 9b, ) = (Pr Pr), 


由 此 可 见 (Ppr Pe) = (Pr, 9:70, 车 g.7-0, 
HERY 是 正定 的 .由 V0, Wife X 


(Kipr, Pr) 一 A ay bs, Ppp 
一 ( Αν Σ pls iw) 
一 (4xp-， Pr). 
: 因 Αι5»0, 故 


(Κεφ. pz) 5:0, 
ΙΒ Κο, h PIK >O, KRE, 
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(PHR e poe I 197 KYED? Go Pi) 
- (r7 kart, uris) 
(WY Ky, 2), 
Jobs. =U p, μ UC K,UT ε Κι ΒΛ, d 
W^? Ku, 


因而 有 (VK po pe) = (V? KU, 5770, 
记 

VR, A, Wr. -F,, (19) 
则 (18) 可 改写 成 


do, 4A— m k—i k 
[^ mA p, = Fu, £e (t το ον eb 


| (20) 
9« |t-o77 Pr (0), 
b—1,2, «m, 
4j—0, 1. ..., M—1, 
问题 (20) 已 是 一 常 微分 方程 组 的 初 值 间 题 ， 故 可 用 解 常 微分 
方程 组 的 各 种 数值 积分 法 求 出 pOK. — 则 问题 (13) 之 近 似 
解 即 为 


ec 0e KAONE). αὐ 
下 面 讨论 问题 (20) 的 数值 积分 方法 。 κ 
Ae f 0 的 情形 ， 这 时 有 2.-ο. 因 4 与 二 无关， 
当 充分 小 时 ,加 可 用 
οσο ο 7)]/ Ὡ/πὺ 


ΤΟ ΟΤΙ 
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7)1 /2 


ευ ο. 
RE pCt), 并 简 记 


s K 
gp" = (t £v) 
ο ο. 
(20) 化 成 差分 方程 
4 κ. 站 ki EN A 站 bot 
p" 一 7 1 π pn +p 7 -0, 
πα. kmi 7, tts], (22) 
m 
9? =p: (0) (— VG), 1—0, 
它 可 写成 
pP --ϕι(θ), 
HAS T g \ irie 
(1+5)? (1- 3A) ' — (28) 
k=1, 3, =, m, 
| 1-0, 1, =, M—1, 
从 (23) 消去 分 数 步 后 得 
qi - Tg, φθ--φ.(0), 
MEN Μ- 1 (24) 
1 


(14a) (1-22) 
由 (19) 知 4,70, X 550, H Kellogg 引 理 知 |T^| «1, ik 
IT] fl iT. t. (28) 
XB 4.6. 若 到 对 称 正定 , H 五 xz>0， 则 分 裂 格式 (32) 
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绝对 稳定 . 


证 由 (24) 得 
yi — giu. Tp TVG 
故 
4 (26) 
A 罗 >>0, 故 存在 a (7) 2-0, 使 得 
J|. (27) 
利用 (25) 与 (27), 由 (26) 得 
7 1 j= t.. 
περα, 4-0, 1, , M. 
定理 得 证 ， | 
24 f 80 时 ,我 们 定义 
27 6s (v, DJ. (28) 
WERD RAN Fr AER: 
(0, 0, US 0)”, t€ (n f1 7, n+Ëal, 
Po k=l, 2, ml, 


un(F, Fu POf, t€ (s+ m-i v. μα]. 


其 中 了 ,= ({, ψι). ΕΜ, (20) 的 右 端 有 
bk—1 


r-l t€ (a+ m 


M ] 
T, Γ--- τ|, 
k=1, ἂν =, m—1, 


m —1 


πι πι, t€ (n T, tal. 


JUp F=(Fo Fo =, Fr). WES BIG 
F-F(), 

离散 化 时 , 若 取 Pm (t) GR FQ, }))， 则 象 齐 方程 那样 

— 130 — 


可 得 (20) 的 离散 后 的 差分 方程 : 


—ih 


- «Ἅγιος tp 7 1g 
T 2 7 
ic (s HELL, te Ts], 
N TR, m 
πι 2, t8 Th — 1, (29) 
m-—1 
η — guae x- 
1 
| ΠΠ -1 T, bh; 


Lo = p. (0) =P- 16, 1-0, 
j-0, 1, 2, tt, M-i, 


它 可 写成 
g= ΨΩ, 
τ αλ v it 
(14$ 4g -(1-$ 2) ， 
k=1, 2, =, m—1; (30) 
ο. 
消去 分 数 步 得 
o Tp tv It 2.) Fi, Qo? - UG, 
ἕ (81) 
4-50, 1, =, M—1, 
E | n — T 一 -1 
w Ta=(1 +E Ana) , 
H (31) 4848 
p =T +r 3) (mp, Fri (82) 


定理 4.7 P; ΠΕ, BLK,420, 则 分 裂 格式 (29) 
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绝对 稳定 ， 
证 EBERT, ACRE. H 4 之 0， 由 引 理 4 
知 
Dali, (33) 


ο που 
Wig F ELTA 
JP = E-P EPAIEN — (94 
BR (25), (33) 和 (84)， 则 由 (32) 推 得 
lel Uni LP] e ο. 
ο “τα 
«po (αι sgg 
«np Oben), 
ESHENGe-4€[0, 四 ) 均 成 立 ， 定 理 得 证 ， 


$6 解 发 展 问 题 的 弱 逼 近 -[TaxepKHH 方法 ( 续 ) 


上 一 节 我 们 已 经 讨论 了 算 子 4 与 时 间 + 无关 的 情形 , 这 
一 节 我 们 假定 4 是 依赖 于 t 的 , 但 其 他 假定 同 前 . 
考察 问题 (10) μὴ 38 38 1Η |5| ΒΒ | 


Pr + Aper (α, t) ERX [0 T], 
9. (o, 0)-- φ(α), EN; 


«| rxp.2; 7 0. 


(85) 


其 中 
År = > a; Ai, ， (36) 


mO, x. ic (4i k—i T, tar s], 
, m m . 
o; (v, ὁ) | . 


b-i c Roy 
IO νι ον t€ (a+ T, rtm τ]. 


. (27). 
1 Mé-RBho| | 
δι πι . ` 
" lo Ek, 
i, k=1, 2, =, m, 
(m eiei æ 
" lo εφ | 


j—i, 3, 5, «, M—1(IbAbUE M 为 偶数 ). 
容易 验证 , 问题 (35) 确实 是 弱 逼 近 于 问题 (10) f. 
我 们 把 时 间 + 当 作 参数 看待 , 则 问题 (385) 的 弱 形 式 为 


(ση ψ)εα.(Φ., 内 一 (fo Y), Υψε Hi; 


(ρε, P= (g, ψ). | 
其 中 oo (gr, 内 表示 相应 于 算 子 4v 的 双 线 性 形式 ， 它 是 由 
(Α.Φ., 内 经 过 广义 的 分 部 积分 并 考虑 到 边界 条 件 后 得 来 的 ， 
它 显然 是 + 的 函数 , 问题 (39) 的 解 称 为 问题 (35) 在 TaxepEa 
意义 下 的 广义 解 ， 我 们 将 用 压 限 元 法 求 问题 (39) 的 近似 
解 . 


(39) 


像 前 节 一 样 ,引入 D+ — 9c Hi (0), TARE 
AD A6. ΒΙΟΙ (99) RA FECE IE PUB CHI 
eG T XR, 0. 40) 

即 求 pr, fit 
— 1R — 


9p; 一 ; 
f dio ψ)ταιίο., W= Fe 10. EO Di. (uu 
(Φε, W) — (9, Y), 当 t=0 时 . 
| ό--0, 1, =, L, 
由 于 4, 具有 (36) 的 形式 , 故 在 不 同 的 时 段 


(us P T, uk τ] 


双 线 性 形式 ap 如) 具有 不 辣 的 形式 , 而 且 由 于 它 与 时 间 # 
有 关 , 故 我们 记 算 子 4x 的 相应 前 双 线 性 形式 为 ale, ψ). iE 
意 到 (36)、(37)、(38) 与 (40), 则 (41) 变 成 | 

S [38 (δι, 90 mata c, 92] - o, 


tet. t-i 


k=1, 2, tt m— 1, 


: ] 
— --τ| 
T, [7 λα , 


X | 3t. p) Empan ψὺ ] ^f, ψὸ, 


1x0 


ιε(υ-Ξ, b+ 区] 


| [Seth pò o mta hs 2 0, 


t 
te (t t-i 


k=2, 3, =, m 
ÈRO bs 92 — lg ψὸ, 
(0 d-0,1, s Ly 
4--1, 3, 5, .…, M—1, 
"μα 284 ΛΝΗ, BA αὐίφι, ψὺ 138 αἰίψι, φι) 在 时 间 
tE (hs, tal ο 以 
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(42) 


T, + 上 上 d 
m 


Leo) eG 2G) 


RAE de ME a με, τ τὶ 之 信 (s=7 一 1 或 s= 


pe (t+ Ł 7) ]/2 RE ph m 
f) MAR te. 2-4. 并 采用 记号 
f'- f, ok (hs p) =a Gn, ψὺ, 
gg (+ 过 可， 
则 由 (42) 得 到 解 问题 (41) 的 Taxepga 对 称 分 裂 格式 ， 
μοι. μα h) 


4), un [o (4 


T -ii-i 


HE gt egi 9 7 yaQ. d0]-0. 


---1, 2, ©, m—1, 
S [η -- 06 HEEE Dat Qs 0] 
ο. 
S GE soos v εξ C gat s 0] 
στ, d 
S[ oi sites qo GP gw) 


"αμ κ(ψν 2) ] =0, 


2,8, m 
L 
È p hr v = (ο, p). 
ῥ--0, 1, εν D, 
j=1, 3, 5, =, M—1, (43) 


zu 
| af fo, Yo) αἰίψο, p) = a lo, du) qr 
K1—| al (hrs. Wo) a$ (ds, Va) ον aj bs, y) 
aj (hr, (ο) aj bz, di) d aj (br, pr) 
Fi—[P d). C, pD s US 1" 
Α1-Ψ-ΙΚΗ, pFinLapapg, (45) 
Jp V nte), WEDS 
[ER ρε 


k=1, 2, =, m—1, 


. 644) 


3 
B.) (1 Lan) 
TCH = 12.9, 
TOD = TITO). 


则 从 (46) 中 消去 中 间 恋 量 后 得 
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ο ο 
g*-TGyee Πτι Bo), — “Ὁ 
pP =p G, 
定理 4.8 GpU XE GE Κί7»0, MARERA) 
ΤῊ 
证 ΒΒ 4150, ΒΙ 313 Α8 Άν). HB 
Kellogg 53843 ΙΤ. 故 得 


IDIS TEIG) S, 


IGI LTD a. 


338 |F |= max |F}, 
则 下 
Hi (41) f$ 


gl πο AOA 
«pop esl, 
gp TG Hes E σι) MOS D LEA 
«jit Fl 
«gp 2p] T, 
8 Ὁ ο ο 4 
定理 得 证 。 


第 二 部 分 [X E p Abi 


iy 


ΕΙΝ 


在 前 一 部 分 里 , 我 们 介绍 了 算 子 分 裂 法 , 它 可 以 把 一 个 
维 问题 转化 为 w(%w —1, 2, … mw 一 1， 依 采用 的 技巧 而 定 ) 维 
问题 来 求解 ， 从 而 有 益 于 克服 解 高 维 问题 的 许多 困难 .这 一 
部 分 要 介绍 男 一 类 型 的 分 裂 法 一 一 区 域 分 裂 法 ， 它 可 以 把 一 
个 定义 在 大 的 复杂 区 域 上 的 问题 转化 为 一 些小 的 简单 区 域 上 
的 问题 来 迭代 求解 ， 从 而 能 使 许多 数学 物理 问题 的 数值 分 
析 获 得 处 理 上 的 简化 ， 更 深远 的 意义 还 在 于 ， 它 特别 适合 
MIMD(Mulbple-Instruetion stream—Multiple-Data stre— 
am) 计算 机 ， 可 以 作为 建立 一 类 解数 学 物理 问题 的 异步 并 行 
算法 的 基础 . 

我 们 要 介绍 的 区 域 分 裂 技术 ， 在 离散 形式 下 将 转化 为 一 
种 形式 自由 的 矩阵 分 裂 ， 本 书 第 5 章 叙述 两 种 类 型 的 矩阵 分 
裂 方法 ， 通 常 的 分 块 算法 ( 即 无 重症 分 裂 ) 和 带 有 重合 部 分 的 
分 裂 法 .我 们 称 后 者 为 广义 的 矩阵 分 裂 法 .第 6 章 以 线性 椭 
圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 为 例 研 究 了 区 域 分 发 法 的 一 般 强 
论 ， 给 出 了 方法 的 收敛 性 定理 和 误差 估计 定理 .第 7 章 讨 
论 了 某 些 非 线 性 问题 的 区 域 分 裂 法 ， 近 年 来 ， 多 层 网 将 法 
(Multigrid method) 在 计算 数学 领域 里 引 人 注 目 . 本 书 第 8 
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章 简 要 介绍 了 这 一 新 的 数值 方法 ， 并 研究 了 它 同 区 域 分 裂 法 
的 结合 .第 9 章 讨论 了 Bohwarz 算法 的 收敛 速度 , 


:第 5 章 


和 矩阵 分 裂 法 


$1 解 线性 代数 方程 组 的 分 块 松弛 法 


我 们 先 从 通常 的 分 块 松 弛 法 讲 起 ， 为 解严 阶 线性 代数 方 
程 组 
AX =F, (Ὁ) 
对 其 系数 矩阵 A, RAE Χ 和 右 端 矿 作 如 下 形式 的 分 块 
Án Án ce Ain X; F, 
^n Αν ee Aam | _ fo | (3) 
Am Αμα ce ο... F, 


其 中 ΑΔ mx m WIES ΑΕ FON m, 维 向 量 , 
Ag Ἢ ma x my Bros p. 


m 
È πὶ =n. 
$1 


W 4 DERNIER ERARA ID 8 X", 
解 (2) 的 逐 块 松弛 法 可 描述 如 下 : 
任 给 一 初始 猜测 X= (X, Xg oes XI), EE 
{χη5. 
AXi = -oA 
to (PD AXi- 3) daxi) 3 
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3€, 2, t5 my, 
i=l, 9; ..., 
其 中 ω ΜΑΤΣ, κ B 
很 明显 , t (3) SP WESS j 组 分 量 一 次 ， 需要 解 一 个 m, Bt 
线性 代数 方程 组 才能 得 到 X1. ΒΤ 4 正定 ， 故 4yy 也 正定 ， 
ΑΣ} 存在 , 这 方程 组 是 唯一 可 解 的 . | 
为 了 方便 下 面 的 讨论 , 我 们 先 作 一 个 略 有 别 于 (3) 式 的 约 
定 , 即 每 松弛 一 组 分 量 , 便 给 Χ’ REIR ὁ mi. w 
E H Ri ^ 
-~ P- AX'= R= m (4) 
Rh 
RHE. 3: Χ'4Χ", W Rao. 《3) 式 所 描述 的 方法 本 
质 上 是 逐 块 地 调整 近似 解 向 量 X, ΛΑ OR ΕΜΑΣ 
向 量 ， 例 如 , 松弛 第 } 组 分 量 , 就 是 对 卫 ! 作 如 下 调整 . 
Toq oo 
0 | 
XXe ΑΒ |, κ (5) 
0 | 
0 
很 明显 ， 这 种 调整 只 有 当 ΕΒ κ0 时 才 有 必要 ， 因而 不 必 接 照 革 


种 规定 的 顺序 循 环 执行 。 
Αγ, 9 
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则 (5) 式 可 写 为 
X!" X'+ oo. 
当中 = 工时 , 则 有 7-0, 否则 R= (1 一 @) Ri, 
Tu 
Y:- X'- X*, ὁ--0, 1, 2, ..., 
则 有 
AY'— R56—0, 1, 2, =, 
IN 4 正定 , KZA 1 
σσ) --(ΑΥ̓, Y920, ὁ--0, 1, 3, +, 
HRA% Y'=0 W, Bl X*— Χ' nj, 8 J(Y 9-0, 


8 (6). (Π} 两 式 可 得 
γα X*— X1— X* (X'4-oaj) 2 Y'— ωα, 
ὁ--0, 1, 2, =, 
由 此 便 可 推出 


J (Yt) = (AY, 了 ed 
=(A(Y'— wa), Y'— ox) 
—J (Y°) — 2w (a, R) +o (Aa; aj) 
=J] (Y')—2o(47}Ri, ΒΗ) +o (Ri, Aj2Bj) 
—-J(Y?)-—o(2—0o)(A;Rj, Rj), 


(55 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


因 A 好 正定, WFR, 1/30, 当 且 仅 当 R= 时 才 


取 等 号 ， 所 以 , 只 要 0<w<2, 就 有 
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JY) <J (Y°), ὅ--ο, 1, 2, =, 
这 说 明 , 当 0<w<2 时 , 只 要 我 们 在 第 4 二 次 对 相应 于 R 
0 的 那 组 方程 (第 j 组 方程 ) 作 上 述 方式 的 调整 ， 得 到 的 近似 
解 序列 (X05 便 可 使 泛 函 序列 U CY 成 为 一 个 严格 单调 
下 降 的 数列 , ;由 (8) 式 知道 这 个 数列 的 下 确 界 为 零 ， 故 其 收 
Sk, H.lim 7(7Z9 一 0， 相 应 地 必 有 lim X'— 瑟 "， 若 不 然 , 即 
B limJ(Q5 -J(7) -0, 但 相应 的 lim X'- X * X*, WA 


RE F—AX-R-0, 这 表明 还 可 用 作为 初 值 按 前 面 所 述 
的 方式 继续 调整 下 去 , 而 且 总 有 
J( Y95S—J(Y5-J(Y), $-1, 2, e, 
联系 到 (8) 5k, 知 这 与 7( 了 ) 一 0 的 假设 矛盾 ， 
因此 , 我 们 得 如 下 定理 ， 
定理 5.1 车 4 为 对 称 正定 矩阵 ， 则 当 0<w<3 时 , Æ 
块 松弛 法 (3) 收 敛 , 即 序列 CX; X". 
其 中 o 为 松弛 因子 ， 
定义 1 上 述 逐 块 松 弛 法 称 为 
(D 完全 松弛 法 ”车 w= 二 
(2) 低 松 弛 法 — X Oc 
(3) 超 松弛 法 ” 车 1-02, 


如 果 松 弛 是 按 某 种 次 序 循环 下 去 ， 例 如 ， 按 照 了 =1，2， 
-n m 1，2，…, ms ce 的 顺序 循环 下 去 , 别称 为 系统 松弛 法 。 
当 wE (0, 2) 时 ， 系 统 松 弛 法 是 收敛 的 ， 当 w= 时, RER 
Seidel 迭代 法 , 按 定义 1 它 是 一 种 系统 的 完全 松弛 法 . 

ΒΡ ὁ 步调 整 第 j 组 分 量 得 到 的 近似 解 向 量 记 为 民 ' 人 ， 
SER. 2(9) 满 足 什么 条 件 才 会 使 LX7)5 收敛 最 快 ? 及. 
V. Southwell 型 5 的 调整 方案 是 : ΒΒ ὁ Β 


| 不 完全 松弛 法 
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max ΡΟΗ 


则 这 一 步 就 调整 第 了 组 分 量 ， 但 由 (9) ES], ΠΕΡΣΗ JY) 
TERE, 则 要 采用 下 述 方 式 : 
# max (Ar Rie BHi)— CA; R$, 一)， 则 这 一 步 就 调整 


第 了 组 分 量 ， 从 而 得 到 X'** Southwell 型 的 逐 块 松 弛 法 可 
描述 如 下 ， 

任 给 一 初始 猜测 X, 作 序 列 CX") 

1) R =F AX 

2) H max (Aw, R= (40 811, Ry) 则 作 调 

A χι Χ ντ γαι 
3) ΙΧ X16 则 转 SWARRE, ὁ--1, 2, 
,FE {1 2, m), 
其 中 e 是 所 求解 的 容许 误差 

需要 指出 的 是 ， 上 述 调整 方案 只 不 过 是 在 “ 走 一 步 ， 看 一 
步 ”的 策略 意义 下 的 最 佳 方 案 ， 从 有 益 于 全 局 (计算 程序 的 自 
动 化 、 减 少 信息 量 和 形成 信息 的 运算 量 等 等 , 从 而 最 终 加 快运 
算 速 度 ) 的 意义 上 讲 , 在 申 行 计算 机 上 D. Young 的 BSOR ΒΓ 
法 是 一 个 更 高 明 的 调整 策略 . BSOR 算法 是 一 种 系统 的 逐 块 
超 松弛 法 ， 而 Southwell 型 的 松弛 法 则 是 一 种 非 系 统 的 逐 块 
超 松 弛 法 .根据 前 面 的 论述 ， 它 们 都 是 收敛 的 ， 系 统 的 逐 块 
超 松弛 法 BSOR 法 是 解 椭 圆 型 偏差 分 方程 和 有 限 元 方程 的 常 
用 算法 . 

阁 解 每 一 子 方程 组 也 用 松弛 法 ， 则 有 形成 “ 嵌 套 ”的 松弛 过 
程 ， 我 们 称 子 方程 内 的 循环 松弛 过 程 为 内 循环 ， 而 把 前 面 所 
述 的 块 松 弛 过 程 叶 做 外 循环 . μα. 
用 辕 定 内 循环 次 数 的 松弛 方式 ,. 
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$2 广义 的 宕 阵 分 裂 法 


值得 注意 的 是 ， 前 述 的 块 松弛 法 ， 每 子 块 的 阶 数 是 任意 
的 ， 我 们 现在 要 拓 广 这 种 任意 性 ， 即 允许 各 子 块 之 间 具 有 重 
芋 部 分 ， 为 清楚 起 见 , 我 们 先 以 一 个 简单 的 例子 进行 说 明 , 然 
后 再 过 渡 到 一 般 论 述 . 


σι Css |. 


Ws | 


Ja 


fa 
一 | fs 
fa 
-fs 


, 


(10) 


这 里 仍 假设 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 ， 现 对 它 作 如 下 形式 的 分 


pi ΤΙ 
EM Αα X 2 


考虑 线性 代数 方程 组 
| Gi; Gus 3g 
Us Ωρ (ἄρῃ 
Gai ga (ο 
Qas, Gaa 4g 
Q5; Όσο Οσα 
3. 
其 中 


Σι 
1 


| 


Ws4 035 
Q44 Qas 


QG54 Θες 


^ 


fs 


7 


(11) 


| 
/| 
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An 与 Αρα ZAH SE EECRRJE das Xa 5 Χα ΖΒ αὐ GE 
HouXJége FQ. Fa Z AKEREKE Ss BA, 4u 与 
Ass 都 是 正定 对 称 的 . 

相应 于 两 个 子 块 的 残 向 量 


Ts 
" -ρ-- T4 
Ts 


之 交 也 具有 重合 元 素 ra， 其 中 r0 —1, 2, 8, 4, Θ) ΧΙ ΝΤ 
方程 组 (10) 中 每 个 方程 的 残 向 量 . 

除了 象 上 面 这 样 将 方程 组 (10) 分 裂 为 (3,3) 阶 的 情形 外 ， 
还 可 以 将 它 分 裂 为 (4 8). (8, 4). (4 2). Ω, 4) 阶 等 情形 ， 
而 且 上 面 的 分 裂 只 是 将 方程 组 (10) 分 裂 为 两 组 的 情形 ， 也 可 
以 将 它 分 裂 为 三 组 、 四 组 ， 比 如 (2，2,，3)、(2，2，2，2) 
a. 

下 面 我 们 进一步 研究 (11) 的 解法 .因为 411、4ss EE, 
所 以 4 这、4 守 存在 且 正 定 ， 我 们 对 (4 切 采用 下 述 交 替 松 弛 
E. 

任 给 初始 猜测 AX? — (aj, 22, οἳ, a4, αὐ) τ, Ἑβ7}{Χ15, 
MI 


Ti 


R=! ra 


T3 


, 


Xia Χ γω | 


| (12) 
Xit ΧΑ pg , 
| Am Ryt | 
$-0, 1, 2, τὴ, . 
实际 上 , 上 述 过 程 是 一 个 系统 的 块 松弛 过 程 , 所 不 同 之 处 
是 zs 每 次 都 被 松弛 了 . 


一 般 地 , 对 方程 组 (1) 作 如 下 形式 的 分 裂 : 
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Án Ara --- Αι X; Σι 
M Aag … Aom T E Fa ， (13) 
E» Απο Mi Amm LX, Fs 
其 中 每 个 对 角 块 4507 一 1，2,…，m) 都 可 能 与 相 邻 对 角 抉 有 
ΕΞ ΗΡΑ, Αμ mnm ΒΥΕ, X; 与 了 Py 是 πι 维 向 量 ， 自 然 ， 
Ὁ περ, 我 们 还 设 第 j 个 对 角 块 与 第 j+1 个 对 角 块 重 可 
部 分 的 阶 数 为 如 
现在 来 描述 解 方程 组 (]) 的 有 重生 分 块 松弛 过 程 . 
任 给 初始 猜测 X9*—(X1 Χ}, "tt X$)7— (2i Dh tt 
25)7, 作 序列 (X Ἶς, 
AXi — (1-0) Ag X17 
to (P-S Anži- $ Mfr) (14) 
4-1, 2, m, 
$-—1, 2, =, 
这 里 Anl JELA MX s, ΗΕ, 
my — by, b 
s= . 
mah a, bj. 
X, X. 的 前 (车 < 人 力 或 后 ( 若 17» Ds tA RER E. 
ΒΑΣ. FERES, mj l=0(j=1, 2, Ut πο-- 1). REB (14) 
式 即 是 (3) 式 ， 有 重合 分 块 便 退 化 成 前 一 节 的 无 重合 分 块 情 
E. PRHE 
RGB, Ri, e, Ra) t=F— AX", (15) 
其 中 Rj(3—1, 2, …， 吧 ) 为 对 应 于 (14) 给 出 的 子 方程 组 的 残 
HE, 毫 无 疑问 , 这 些 子 残 回 量 相 互 也 具有 重生 部 分 . 
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车 RAO, 则 必 有 某 个 子 残 向 量 不 为 0, 比如 说 75 --ο. 由 
Au 正定 , 可知 4 让 存在 且 正定 , 因此 我 们 可 作 调整 (每 松弛 一 
组 分 量 , 便 给 2C B E ὁ 110. 


- 0 - 
0 

ZH Xito AQUA |, (16) 
0 
0 


$—0, 1, 2, »»», 

如 此 调整 下 去 , 就 可 得 到 序列 XI. 

定义 2 ”我们 称 上 述 这 种 基于 有 重 琶 分 块 的 逐 块 松弛 算 
法 为 广义 的 矩阵 分 烈 法 , 简称 为 了 3 一 算法 ， 相 应 的 序列 {X98 
称 为 B 一 序列 . 

完全 类 似 定理 5.1 的 证 明 , 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 5.2 d 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 当 0<o<2 时 , 2 一 
算法 收 伊 , 即 B 一 序列 (X) X*, 
其 中 o 为 松弛 因子 . 

定义 8 上 述 B 一 算法 称 为 

(D 完全 松弛 法 # ol, 

(2) RWE 。 车 0<o<l 2 

(8) mix  miceoci | etn 

如 果 松 弛 是 按 一 定 的 顺序 ， 例 如 按 了 = Ti 2 2m 1, 
2, m … 的 顺序 循环 下 去 , 则 称 为 系统 B- ΒΗ M o 
1 时 ,就 是 有 重 从 分 抉 的 Seidel 迭代 法 , 按 定义 2 它 是 一 种 系 
统 的 完全 B-- 算 法 ， 
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大 , 但 收敛 速度 越 快 ， 反 之 ， 子 块 重 登 部 分 越 少 , 每 松弛 一 次 
计算 量 就 越 少 ， 但 收敛 速 度 越 慢 ， 人 怎样 分 裂 才 是 最 优 的 ， 这 
是 一 个 值得 进一步 研究 的 问题 ， 它 显 然 与 矩阵 4 的 性 质 有 
X. 

由 于 子 方程 组 阶 数 较 低 , 故 往往 比较 容易 求解 , 这 就 使 得 
B 一 算法 在 计算 机 内 存 较 小 时 也 较为 有 效 . 

为 了 说 明 无 重 玖 的 逐 块 松弛 法 与 了 3 一 算 法 之 间 的 区 别 ， 
我 们 现在 计算 一 个 简单 的 例子 ， 


2 =Í 0 ση 1 
-1 3 -il zw ]-]οι, (17) 
0 —1 2] £s ij 


显然 4 对 称 正定 .其 精确 解 为 =t], 
《一 ) 无 重 玲 的 逐 块 松弛 法 
ΝΕΤ) 


Γ ΕΝ --1 0 ~ WL 
L 0| ~i βίαι 


任 给 初始 猜测 X*— (0, 0, 07, 取 wo 一 二 作 序 列 CX 10; 
| di T alo, | 
git . 9 ATE | 
ΜΉΝ 2 i] 
ὁ--0, 1, 2, : 
UX 8 的 前 个 近似 解 疝 量 为 . 


— A --- 


* 51 


:1]2]| 3 4 5 6 É k 
ols 535 161/102 | 435/436 i-l. 
aeu Ili .. 1 |942/243 | 728/729 1- L— 
B . i DU 
cud 号 i | 5s σὲ | 101 162 | 435/406 [1451/1458 ο. 
TAREHE AT O= 1. 5. 
(C) B- EE 
Ti ON) 41 RU 
An Ar ][-Χι -| 了 
Em Λου Xs P. ᾿ 
其 中 
(2 ην η 2 —1 MN 
1177 |-1 9] ^ .”- 2 具有 重合 元 素 2; 
ro -i . 
Ai:= 1 T ol Ais 5j Αρ Ἡ Β δε πι 3 — 1, 
... | 
Án H Απ ERALA = 1, 
[αν | [ wa - 
Χι- X=] JABEEK cs 
L Za l 28 
[A] f B 
也 ,一 | 8 r= ' peto 
| fai fs 
任 给 初始 猜测 X9 — (0, 0, 007, R ω--1, 作 序 列 {XI 
` ， τι 
yiti Xip . RY | 
- 0 , 


0 
2+2 iti ; 
e Lane | 


— HD -- 


化 简 上 式 得 松弛 公式 
|- 2 —1 | 1 
-| al Ls] 
B 2 —1]1[gh4 
HÀ ; | 1 


giu 
git 


DH 9 
qt 
91.9 
απ t? 


$— 0, 1, 2, el 


{XS 的 前 个 近似 解 沿 量 为 


gp 


d 5.9 

1 2 3 4 

2 26 249 2186 
3 27 243 2187 
了 79 727 6559 
9 81 798 6561 
8 80. 738 6560 
9 81 729 6561 


最 佳 松 弛 因子 og — 1.195. 

比较 上 述 两 个 结果 可 知 , 当 co —1Tf, B-Seidel 方法 比 通 
常 的 块 Seidel 方法 收敛 速度 刚好 快 一 倍 . 即 通常 的 块 Seidel 
方法 只 有 一 阶 敛 速 ， 而 B-Seidel JPYE RON — BIS XE. τῇ 
1«ω-2 时 亦 有 类 似 结果 ， | 

ΓΑΡ A RH ΒΡ Β EUR IUE ZHROR TUE ES ORI 
研究 可 参看 Ostrowski 的 文献 [19]， 应 当 指 出 ， 本 节 讨 论 的 
广义 矩阵 分 裂 仍 未 包括 非常 一 般 的 情形 . 读 完 下 一 章 后 读者 
将 会 看 到 , 由 于 区 域 分 裂 导 致 的 矩阵 分 裂 , 要 比 本 节 讨 论 的 分 
裂 方式 自由 和 复杂 得 多 . 


| 
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$3. 广义 的 矩阵 分 裂 混乱 松弛 法 


在 $ 1 我 们 已 经 讨论 了 非 系 统 的 逐 抉 松弛 方法 ， 现在 我 
们 来 对 这 一 方法 进行 深入 的 讨论 ， 从 而 引出 一 类 新 的 方法 
一 一 混乱 松弛 法 . 
TOS 7178 8 (2) 作 非 系统 的 松弛 运算 
- 0 = 
0 
XVX Dto] AFR |. 
0 
. 0 
V3€ M — (1, 2, =, mj, 
$—0, 1, 2, =, 
得 到 序列 LON. 上 述 格式 未 对 子 抉 的 松弛 次 序 作 任何 约 
定 , 其 中 的 标号 多 (人力 仅 表示 近似 解 也 ”是 由 第 5 步 松 弛 第 3 
个 子 块 而 得 到 的 ， 这 样 一 来 ， 每 一 松弛 过 程 都 可 唯一 地 与 某 
个 由 松弛 次 数 和 和 松弛 块 号 j 确定 的 序列 902039 成 一 对 一 
前 映照 , 
我 们 把 标号 序列 G0) 分 成 说 个 子 序列 
(40D, {62(2)}, e {inln}. 
它们 与 近似 解 子 序列 
{χμ (X99, ... (xem 
是 一 一 对 应 的 . 
一 般 说 来 ， 如 果 我 们 不 对 包 力 作 任何 限制 ， 则 当 $— co 
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时 ,上述 m 个 标号 子 序列 中 有 的 可 能 是 无 限 集 , 有 的 可 能 是 有 
限 集 , 有 的 甚至 可 能 是 空 集 , 但 至 少 有 一 个 是 无 限 集 ， 即 标号 
HCL), 各 (2)，…， ibm(m) 中 至 少 有 一 个 趋向 无 穷 大 ， 换 言 之 ， 
如 果 不 对 松弛 次 序 作 任何 限制 ， 那 么 当 松 弛 运算 无 限 次 地 继 
续 下 去 时 , 有 的 子 块 可 能 被 无 限 次 地 松弛 ,有 的 可 能 只 松弛 有 
限 次 , 有 的 甚至 可 能 一 次 也 轮 不 到 , 但 至 少 有 一 个 子 块 被 无 限 
次 地 松弛 . 

定义 4 称 逐 块 松弛 法 为 逐 块 混乱 松弛 法 (简称 CR 算 
Æ (chaotic relaxation)), WEY i> co 时 有 

$,(9) oo, Vj€ M, 

相应 地 , 称 一 个 OR 算法 为 , 

(1) 混乱 完全 松弛 法 CCR # wo 一 

(2) 混乱 低 松 弛 法 OUR 320 ω-1, 

(3) 混乱 超 松 弛 法 COR #1<0<2, 
| 关于 混乱 松弛 法 的 定义 很 多 , 也 有 称 为 异步 迄 代 法 的 .这 

些 方法 已 被 用 于 求解 非 线 性 方程 组 ， 有 关 这 方面 的 内 容 可 参 

看 文献 [50] ~ [53]. Hr, M. N. El Tarazi 在 他 的 博士 论 
文 [54] 里 对 这 类 算法 给 了 一 个 较 全 面 的 总 结 ， 并 且 提 供 了 一 
个 系统 的 参考 文献 目录 

下 面 我 们 研究 OR 算法 的 收敛 性 , 先 给 出 如 下 定理 : 

定理 5.8 车 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 当 0<w<2 时 ，OR 
4 ΡΕΜΑ, 即 序列 CX "1s 收敛 到 X". 

证 明 根据 定义 4, iom, 对 于 X? 的 每 一 分 量 
X0(j—1, 2, em), BERRE 6( 力 都 趋向 无 穷 大 , 因此 

lim J (Y*?) =J (0), 


此 时 必 有 , XD X* 
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E lim J (Y*9) - J(Y) *J(0), 


则 有 XX*. 
3UAxRER-F—AX 至 少 存在 一 分 量 RARO, ER OCA 
co, 故此 时 必 在 相应 于 R 的 某 个 名 处 尚 可 作 调 整 


0 
0 
Χιθ... ὅ.γω ΑΤΕΙ , 
0 
- 9 j 
使 得 JQrsa» <J (F), 
另 一 方面 , 我 们 又 有 
JE) eJ Qm, 


因为 XLD € (x9$, H 然 也 成 立 
J(Y) <I YO), 
由 此 得 出 矛盾 ， 故 可 断言 
. lim J(Y 39) =0, 
定理 证 毕 , 

土 面 我 们 讨论 的 是 无 重 玲 矩阵 分 裂 情 形 的 混乱 松弛 法 , 
非常 自然 地 就 可 把 这 一 讨论 引入 有 重 符 的 矩阵 分 裂 的 情形 中 
x. 

若 对 方程 组 (3) SUAE SER B- 算 法 , 并 记 其 近似 解 序 
3) (Xy GR ὁ ΝΑΡ J ΗΛ), de OX 分 成 
mH]. 

{X60}, (X99, τν XA, 
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定义 5 称 B- 一 算法 为 广义 矩阵 分 裂 混 乱 松 弛 法 B-OR 

算法 , MRH i> oo 时 ,有 
ilj) -»οο, Vj€(l 3, en m}. 

辐 样 可 证 明 如 下 收敛 性 定理 : 

定理 5.4 车 和 为 对 称 正定 矩阵 则 当 0<w<2 时 ， 
B-OR 算法 收敛 , 即 序列 X" — X. 

类 似 地 , 称 一 个 B-OR 算法 为 

(D 混乱 完全 松弛 B- 算 法 (B-CCR), 若 w=1 

(2) 混乱 低 松 弛 B- 算 法 (B-CUR), 车 0<w<1 

(3) 混乱 超 松弛 B- 算 法 (B-COR), 车 1<w<2. 

值得 指出 的 是 , B-OR 算法 是 概括 性 很 广 的 一 类 算法 . 由 
十 三 个 任意 性 ; 分 裂 方式 的 任意 性 {可 重 侈 也 可 无 重 午 ) 松弛 
因子 选择 的 任意 性 ( 既 可 固定 , 也 可 在 (0, 2) 范 围 内 随 着 迭代 
次 数 名 的 变化 而 变化 ) .松弛 顺序 的 任意 性 , 从 而 , 现 有 的 解 具 
有 正定 对 称 系数 征 阵 的 线性 代数 方程 组 的 各 种 迭代 法 ， 几 乎 
都 可 视 为 其 特例 . | 

B-OR 算法 既然 具有 上 述 的 三 个 任意 性 ， 那 么 怎样 的 分 
AUTRE EARS. 怎 丹 的 松弛 顺序 是 最 佳 版 序 ? 怎样 的 松 
弛 因子 是 最 佳 困 子 ?要 一 般 地 回答 这 些 问题 是 困难 的 , 这 还 要 
看 使 用 怎样 的 计算 工具 , 是 品行 j 机 还 是 并 行 机 ， ,是 同步 并 行 还 
是 异步 并 行 ， 不 同 的 计算 工具 与 不 同 的 要 求 , “最 佳 > 的 标准 
《或 者 说 品质 ) 也 是 不 同 的 ， 但 B-OR 算法 提供 了 各 种 优化 的 
可 能 性 ΄ 

作为 本 节 的 例子 ， 我 们 根据 B-OR 算法 设计 一 个 解 方程 
4 (1) 的 混乱 松弛 程序 . 
(0 设 将 全 分 裂 旗 加 个 互利 重 松 的 子 块 , 每 一 子 块 由 一 台 处 
理 机 (进程 ) 来 求解 。 整体 变量 定义 为 | 
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Χ-ίΧι Xa e, X n); 
I 82, t5 Em); 
E. , 
,与 sy 由 第 7 ΠΆΡΗΙ Ρ,(}-1, 2, n m) 负责 更 新 
"m B 指定 由 Pn 负责 更 新 数据 ， Β ΗΒ 13; 
Ξε), 其 余 整 体 变量 的 初 值 可 全 置 零 . 
process Pj;(3—-1, 2, --., m); 


begin 
L, if E>e then 
begin 
oA ( F, S Ani Ὁ ΑμΧι)-» Τη 
-j41 
[τι] — e; 


G- X +T; — X, 
(Leps| > E, if—m) 
goto L 
end 
stop 
end 
m 个 进程 PJ(j 一 1，2,…，m) 异步 并 行 运行 ， 各 进程 的 
运行 速度 可 以 不 同 , 因而 松弛 过 程 是 混乱 的 , 但 定理 5.3 保证 
了 它们 的 收 化 性 . B 


$4 两 个 简单 的 数学 物理 问题 


本 节 氢 述 两 个 简单 的 数学 物理 问题 的 松弛 解法 、 它们 的 
离散 化 数值 模拟 即 导致 前 述 有 重合 部 分 的 矩阵 分 裂 . 它们 可 
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以 作为 前 而 介绍 过 的 松弛 法 与 混乱 松弛 法 的 物理 解释 ， 同 时 
也 是 后 续 讨 论 的 引导 ， κ 

第 一 例子 , 我 们 考虑 弦 的 平衡 问题 . 

在 选 定 的 坐标 系 里 , 考察 一 根 两 端 固定 、 跨 度 为 六 自重 可 
DARRI {438} 518} 1Β1ἑΕ3. (“ΠΗ͂ 5.1). 


i. 


图 51 
设 弦 的 张力 为 多 ,具有 强度 为 jw) 垂直 于 ο 轴 的 外 力作 用 于 
3E E, 使 弦 产 生 位 移 uC), 并 在 w" (0) 处 达到 平衡 状态 ， 又 设 
在 没有 外 力作 用 时 (7 一 0) 弦 的 平衡 位 置 为 


b— 


us) = τ᾽ 必 十 @, 


于 是 弦 的 真实 位 移 为 
` u(x) = (z) — u? (2). 
“最 小 势能 原理 ”阐明 , 一 受 外 力作 用 的 弹性 体 , 在 满足 边 
加 约 东 的 一 切 可 能 的 位 移 中 , 达到 平衡 状态 的 位 移 ( 即 真实 的 
位 移 ) 使 总 势能 最 小 . 
现在 考 虚 小 变形 问题 ， 由 弹性 力学 的 理论 可 知 
总 势能 (WV) 二 应 变 能 (Wn) -- 6171 EDW κ). κ 


ΣΣ 
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Wn = [ fude. 
, > 1 (i d a t 
故 得 W σενα E) da- f. fu da. 
由 此 可 见 , 总 势能 仇 是 位 移 函 数 w(e) 的 泛 函 , 通常 记 作 


To= ae ὦ) D 


1f! du Y ! 
-下 2 m) da-f fuda. 
所 谓 “ 满 足 边 界 约束 的 一 切 可 能 的 位 移 ” 就 是 这 样 的 函数 
ΔΚ. 


Hi(, Ὁ - [vlve 2,0, D, 2? € (0, D, 


v (0) =v (ϐ -中 


最 小 势能 原理 的 数学 形式 是 : 
求 变 分 问题 
inf J(o) (18) 


RIR ulw). 
TF fid rH X — Fe] JB BRI HE 7] D ERE" aR. 
i α(υ, o)=( rs £2), 
F(v)-Cf, ο). 
48, α(ω, v) XCP υ 5 oRRER, FORET o BRER 
K. 函数 类 HO, DP RETR υ AA A m og 


移 ” 因而 -他 是 “ 虚 应 变 "， 虚 功 原理 的 数学 形式 是 ， 


X wc HH3(0, 力 使 得 
a(u, 9) =F (v), Vv€ Ηζ(0, D. (19) 
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可 以 证 明 , 问题 (18) 与 问题 (19) 是 等 价 的 , 即 最 小 势能 原 
理 与 虚 功 原理 是 等 价 的 ， 事 实 上 , 对 于 任何 vE HiO, 站 及 任 
意 实 数 训 均 有 v 十 如 E HiO, D. 由 (18) 可 知 


J (u4-tv) z2J (wu), 
而 
Jutt) — J (u) -t[a(u, ο) — Cf, οὐ +Ë a(v, ο). 
由 于 alv, υ):0, Voc Hi(0, 1), 


要 使 不 等 式 J (ud tv) >J (u), VIER 
成 立 , KALERE S LR (19) {{ 88. 

如 果 w(w) 具 有 更 好 的 光滑 性 , 例如 , uc (ο, D N Oo, 
T], 则 对 任何 EO3[0, Π, ΠΣ oE HO, Ὁ, 131 


ΠΚΕ Lu do | fo dz 


-f 7 Pde -f fo*dæ 


d l du \ a " 
-[r det eL - f as E dz 一 fra 
--fl A r3) r] ]o* da. 
由 此 可 知 , 车 入 是 两 点 边 值 问题 
d fm du\_ 
Mad T) =f (20) 
u(0) =u(1) =0 
的 解 , 则 它 一 定 是 问题 (18) 与 问题 (19) 的 解 ， 反 之 ,车 以 是 问 
题 (18) 或 问题 (19) 的 解 ,又 wEO3(0, DNO, 0], WETE 
问题 (20) 的 解 . 
综 上 所 述 ,， 若 荡 的 平衡 状态 由 线 u" (e) 充分 光滑 , 则 此 物 
理 问 题 可 以 用 上 述 (18)、(19)、 (20) 中 的 任何 一 种 数学 形式 来 
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描述 ， 如 果 作用 于 弦 上 的 外 力 是 集中 荷载 ,那么 w(w) 不 仅 没 
有 二 阶 导数 , 甚至 在 某 些 点 上 连通 常 的 一 阶 导 数 也 不 存在 , 这 
时 问题 已 不 可 能 用 微分 方程 (20) 的 形式 来 描述 了 ， 而 必须 化 
成 问题 (18) 或 (19) 来 求解 . 
为 了 对 松弛 法 的 物理 意义 作 较 为 直观 的 解释 ， 也 为 了 对 
.后面 展开 对 区 域 分 裂 . 局 部 拟 边 界 、 拟 边界 松弛 等 一 系列 新 概 
_ 念 的 导出 给 出 一 个 最 初 的 示例 ; 更 重要 的 是 , 清楚 的 物理 背景 
“从 来 就 是 数学 理论 与 方法 的 正确 性 的 有 力 佐证 ， 故 下 面 就 从 
物理 实验 的 角度 来 描述 解 问题 (18) 的 松弛 法 . 
为 简化 起 见 ， 令 Je) =0, 于 是 弦 的 总 势能 就 是 应 变 能 
T6) [T (a) 4. 
由 弹性 力学 的 常识 可 知 , 此 时 弦 的 真实 位 移 ule) — 0, BUR 
于 过 点 4.B 的 直线 
ut (2) 一 EX $4-6 
L. 而 “满足 边界 约束 的 一 切 可 能 的 位 移 ” 就 是 过 点 4、B 使 
J (o) τς 4- eo 的 一 切 曲线 v(z)， 即 函数 类 
五 1(0, D —(v|J (0) «co, «(0) =a, οὐ) =b}. 
在 区 间 (0, 站 内 任 取 两 点 0 与 也 , 设 O< 了 , 它们 把 区 间 
[0, 寻 分 成 两 个 有 重 乔 部 分 的 子 区 间 [ο, D] 与 [O, 0. RM 
称 卫 和 0O 分 别 为 子 区 间 [0, DURO, 如 的 拟 边 界 点 ， 记 张 
拉 在 这 两 个 子 区 间 上 的 部 分 弱 的 总 势能 分 别 为 .六 和 .Ja。 解 
此 问题 的 松弛 过 程 描述 如 下 (人 参看 图 下 .2): 
(D ruo) € HLO, D; 
(2) 18 v*(D) = 友和 点 DD, u$); 
(3) 从 过 点 A D 的 一 切 可 能 的 位 移 中 求 (ο) t 
inf Ja (v) =J (ut), 
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e 
QH 一 一 


; 1 (^, ἂν Y? 
其 中 -二 | 2 到) às. 
一 切 可 能 的 位 移 即 函数 炎 
KoD) - (o|« € H1(0, D, v(D) τισ]. 
显然 它 就 是 过 点 A D 的 直线 


入 (四 = ο 


0D 


st- 


ΗΝ Ὡς {1 rg Re 
ir (e) = {o| inf Ji (2) —J4 (Qut) F (0, D)H, 
pou? T LD, DE 
(4) Fiut) --ωἱ, 和 点 Ot1(O, αἰ); 


(5， 从 过 点 οἳ 8 的 一 切 可 能 的 位 移 中 求 如 使 


inf Ja(v) —Ja(w). 
xe νω-ἐγαζθγω 


一 切 可 能 的 位 移 即 函数 类 


kı (0) ={v] vE H30, D, «(0) =u}. 
显然 它 就 是 过 点 07、B 的 直线 


- b—ul 
ut (2) = 7 


cub, 


Apr RR 
v) (| inf. Jav) -IEO DA, 


v—u -F(0, ο] EJ. 

重复 (2) ~ (D), BEI v(e) 几乎 不 随 重复 次 数 的 增加 而 
有 什么 变化 ， 就 得 到 问题 (18) 的 解 ， 从 图 2 可 见 ，ws(w) 就 很 
接近 问题 的 解 w*(w) 了 . 

上 述 过 程 的 基本 点 在 于 把 求 区 域 [0, Π 上弦 的 平衡 问题 
化 成 了 两 个 较 小 的 区 域 [0， 如 与 [oO， 妖 上 一 系列 的 蓄 的 平衡 
问题 ， 这 种 地 大 问题 化 成 小 问题 的 调整 过 程 的 思想 方法 常 为 
工程 技术 人 员 在 解 算 实际 问题 时 所 采用 ， 昌 然 我 们 这 里 已 把 
问题 简化 得 一 目 了 然 , 甚至 使 调整 过 程 也 显得 是 多 余 的 , 但 只 
要 仔细 分 析 这 一 过 程 , 便 会 得 到 一 些 更 重要 的 启发 

为 了 更 直观 地 解释 方法 的 物理 背景 ， 我 们 后 开 问 题 的 数 
学 形式 而 用 弹性 力学 的 实验 方式 把 上 述 松弛 过 程 重复 一 遍 

取 一 条 细 橡 皮 筋 ， 将 其 两 端 固定 在 4、B 处 ， 由 于 它 很 
细 , 所 以 可 忽略 它 的 自重 , 认为 它 已 被 自然 地 张 拉 成 一 段 直线 
了 ， 这 就 是 它 的 平衡 位 置 w*( 见 图 5.2)， 如 果 把 这 条 橡皮 入 
RAA D 处 并 用 钉子 予以 固定 ， 它 就 变 成 了 过 点 A D B 
的 一 段 折线 ， 这 时 它 在 LA, D] 上 所 处 的 位 置 恰 好 重合 寺前 
XE 56 — IECUR 18.3] MO BEER ERE (e) IRN ΒΕ χε ας ο’ 处 
用 钉子 把 橡皮 筋 固定 (显然 ， 这 时 即使 拔 掉 这 颗 钉 子 , MUR RES 
也 不 会 移动 ， 这 就 是 说 ，Of+ 处 的 这 颗 钉 子 目 前 对 它 不 起 约束 
ἘΠ). BARKA De 处 的 钉子 ， 即 解除 橡皮 筋 在 点 De 处 
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MEWT ERRERA μὲ D 因而 也 在 子 区 间 (C， Ὁ 
上 获得 一 次 松弛 , 于 是 橡皮 筋 便 弹 跳 到 一 个 新 的 平衡 位 置 , 形 
成 过 点 4、01、B 的 折线 ,此 即位 移 冰 数 ὀίω), 这 时 点 Οἵ 处 
的 钉子 就 构成 对 橡皮 筋 的 约束 了 ， 继 而 又 在 点 Ῥ» 处 加 钉子 ， 
它 暂时 对 橡皮 筋 不 起 约束 作用 , BRES ο’ 处 的 钉子 ， i 
除 橡皮 筋 在 该 点 的 约束 之 后 ,橡皮 筋 在 氢 边 界 点 ο 因而 也 在 
子 区 间 (0，D) 上 获得 一 次 松弛 ， 它 便 弹 跳 到 一 个 新 的 平衡 位 
置 ,形成 过 点 AT DP B 的 折线 , 即 v Go), 这 时 D? 处 的 钉子 就 
构成 对 橡皮 筋 的 新 的 约束 了 .， 如 此 加 钉 、 拔 钉 交 替 地 进行 下 
去 ,直到 OD 上 方 两 处 的 钉子 都 显示 不 出 对 橡皮 筋 的 约束 作 
用 时 , 橡皮 筋 就 回 到 它 原来 的 平衡 位 置 , 即 w"(o). 
每 当 我 们 解除 一 次 约束 ( 按 掉 一 颗 钉 子 )， 橡 皮 筋 总 是 向 
使 总 势能 减 小 网 方向 移动 ， 即 橡皮 筋 受 过 约 东 的 点 D, D, 
es DH οἱ Οὔ ες οσα 总 是 分 别 向 它 原来 的 平衡 位 轩 
HD, u*(D)) 5 (0, w*(0)) 带 近 ， 既 然 如 此 ， 为 了 加 速 这 种 
弹跳 , 使 它们 更 快 地 着 近 平衡 位 置 , 我们 为 什么 不 来 个 “ 矫 枉 
BE" IB A GU: 
由 于 
us(D) -u*(D) + [u? (D) —&* (D)] =e? (D) + 4u(D), 
Hop 妈 (CD) 既 指出 了 松弛 的 幅度 ， 其 正 负 号 又 指出 了 松弛 的 
方向 ， 所 以 我 们 可 以 引进 松弛 因子 o. W 
wD) =u (D) tolu (D) — wD)] 
=u? D) -oduCD), 
作为 下 一 次 的 约束 ， 当 @=1 时 ， 即 为 前 而 已 叙述 过 的 松弛 
法 , 也 就 是 我 们 已 经 熟悉 的 完全 松弛 法 ， 当 wo>> 工 时 ， 就 成 了 
"MEE MEE DUREE, 即 超 松 弛 法 ， 就 我 们 这 个 例子 而 言 , 采 
用 人 台 适 的 超 松弛 因子 要 比 完全 松弛 法 收敛 得 快 些 ， 
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第 二 个 例子 ， 薄 膜 的 平衡 问题 ， 没 有 一 自重 可 以 忽略 不 
计 , 张 拉 在 周边 固定 的 平面 框架 上 的 理想 弹性 薄膜 , 它 的 张力 
为 TP， 在 选 定 的 坐标 系 里 , 它 在 “一 平面 上 的 投影 是 边界 为 
T RRRA 5.3). 


5.3 


它 在 垂直 于 x 一 y 平面 的 强度 为 了 J(z,， 幼 的 外 力作 用 下 产 
生 位 移 ule, y), HF utle, 殷 处 达到 平衡 ， 而 框架 的 位 置 是 
φῶ, y). XRH C æ, y) =0) 薄膜 的 平衡 位 置 为 
ula, 9) ,于 是 在 外 力作 用 下 薄膜 的 真实 位 移 为 . 
ulu, y) cw (v, y) —u Y). 
δι Qv , Ou Ov 


车 记 alu v) -|7 (a 2x 2) 


C^, ο - [[7sao. 


象 第 一 个 例子 那样 ， 由 弹性 力学 的 定律 可 得 到 以 位 移 函 数 沁 
为 主 变量 的 能 量 泛 函 ， 
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JG)-1 alu, wu) — Cf, w). 


同样 有 最 小 势能 问题 . 
求 变 分 问题 
inf J(w) (21) 


υΕεΗἑ(Ω; 
Riu, 其 中 H$(Q)—(v|ve HA), v|r=0}. 
也 有 虐 功 方程 
K uc HC) i 
alu, ο) - (f, ο), VvE HQ). (23) 
车 wEO2(Q) n OQ), WORSE u 也 可 归结 为 解 
下 面 的 二 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 边 值 间 题 ， 


[ns £(r2bexxm)- e: ren 
wlr=0. (23) 

ο ο c—y 平面 内 ， 即 与 区 域 9 的 边 
RIEA, KNA (s 9) 一 0， 故 当 无 外 力作 用 时 , diti 
平衡 位 置 与 oy 平面 上 的 区 域 吕 重合 , 从 而 u, y) 一 0. 在 
垂直 分 布 前 外 力 Λία, 的 作用 下 ， 桨 腊 的 真实 位 移 α(α, v) 
就 是 它 的 平衡 位 置 ， 这 时 它 的 总 势能 为 

1 ^Qu V (Ou V? 

ζωα] (25) + 器) -站 ma 

FERNER 
问题 的 一 种 松弛 法 ， 为 
此 ， 我 们 用 两 条 充分 光 
滑 的 曲线 ΤΊ πι Doe 
RO 4341: ΒΗΜΑ 


KRATER OUI Qs, 
Q—Qjc Qs Qi 的 边界 5.4 


3A Γι 5 Τι, Qs MuR DS Ta 与 TOLE 5.4). 
我 们 称 21 与 D» 分 别 为 Q 与 Qo 的 拟 边 界 ， 
松弛 步骤 如 下 ; 
(D 给 一 初始 猜测 w? (ow, y) EESO; 
(ὦ) 于 拟 边 界 Ti 上 给 一 约束 . ulr =u |r; 
(8) 松弛 子 区 域 2, 上 的 薄膜, 即 从 满足 边界 约束 


ujn =0 
lla eel 
的 一 切 可 能 的 位 移 中 找到 使 泛 函 
Taco - 3 fe (5) δρ) | ]ao- [rao 


达到 最 小 者 , 设 为 λα, v), ΠΗ DR UA ΑΜ. 
ut= {ol inf ， Jaw) = Jal) F Q P, 


v €ReC 
| v= F Q-A, E}. 

HP AQ, TO= {voloc HO), v=w Fri E. 
BA, ESO, TOCH, MAR EHO), 

(4) FHAR D. 上 给 一 约束 . u|ri s rns 

(6) ART EHAR, u|r,—ut|r, ΜΕ ΓΣ OS 
上 得 到 松弛 , 即 从 满足 边界 约束 : 

M 
u|r,7 ur 

的 一 切 可 能 的 位 移 中 找到 使 泛 函 


ου (2y «(oe 2) ] ]ao- [rm 


达到 最 小 者 , RC D DERI MERNE TA W [UT 
42 一 {ο}. νά olv) = J po) Ω. 内 , 


v=u F Q-Q: E}. 
其 中 (9, ΓΑ) = {jec ΗΟ(Ω), v-v FT EJ. 

重复 (2) ~ (5) ,直到 满足 某 种 精度 要 求 [u^ — v! e E 
得 到 弹性 浒 膜 的 位 移 之 近似 解 . 

我 们 的 方法 之 实质 在 于 把 较 大 区 域 上 的 弹性 薄膜 的 平衡 
问题 化 成 两 个 有 重 琶 部 分 的 较 小 的 子 区 域 上 的 弹性 薄膜 的 平 
衡 问题 ， 实 践 中 这 种 处 理 方法 常常 会 带 来 很 多 好 处 ， 因 为 大 
范围 的 问题 往往 具有 比 小 区 域 上 的 问题 难以 解决 的 困难 ， 特 
别 是 大 区 域 具有 复杂 的 形状 时 ， 我 们 在 第 6、 第 了 章 里 将 用 
较 多 的 实例 来 加 以 说 明 ， 

为 了 观察 这 一 松弛 过 程 , 我 们 用 一 垂直 于 oy 平面 且 与 
Di, Di 都 相交 的 平面 与 薄膜 相 截 ， 如 图 4 上 的 虚线 所 示 , ψὲ 
膜 在 此 平面 上 的 截 口 为 一 曲线 ， 其 松弛 过 程 〈 见 图 5.0) Π3Ὰ 
的 松弛 过 程 ( 见 图 5.2) 十 分 相似 . 


图 5.5 à 
从 图 5.5 可见 , PARTTAL Γι 或 DS 处 解除 一 次 
HR ERRET EKI Q 或 Qs 内 得 到 一 次 松弛 , 它 总 是 要 弹 
跳 到 一 个 新 的 平衡 位 置 ， 并 习 每 一 次 弹跳 都 是 向 着 它 的 真正 
的 平衡 位 置 的 方向 ， 为 了 加 快 这 种 松弛 的 收敛 过 程 ， 同 豆 的 
松弛 过 程 一 样 , 一 个 “ 矫 枉 过 正 ?” 的 思想 和 办 法 一 一 超 松弛 法 ， 
再 一 次 被 运用 ， 


—3B51 一 


IRR, RIEP F M AA: 
GD 给 一 初始 猜测 v^ C HEO) 
(2) wp 
ka(O, P) = {olo E HO), v=" Ἐ ΤΊ ES. 


x 
velo] inf Tal) P Qi A o F 
ER 


(3) ΗΑΕ 
Esa(Q, 15) = {v0| EHIOQ), v—ut DP, Ε}, 


uide] inf Jalo) T Ως 1, υπ ατα 


DENN US) 
ΤΩ-ΩΙ E}. 
$—0, 1, 
引进 松弛 六子 e 后 ， ANERO. (3) Wi2b D 
(2^; Κ 


SU12(ve| inf  JaQ)T Qi, =u F 


f vEk OD) 
| 2- F3. 


" ba ^. o; 
ub = eg (uy. 


V Eka R, 1) 


Ü — Q, Eh 
[o ο ο. 
$—0, 1, 2, es, 
当 其 中 的 oc Ω. 3) 时 即 为 超 松 弛 法 ， 
这 星 可 提出 许多 问题 , 如 
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Γ΄ £v | inf Jav) T Q4 I, v= ut 


(D) VASE REN TESCO 

(2) 松弛 因子 如 何 选 取 ? 

(8) 区 域 分 裂 的 方式 对 收敛 性 有 无 影响 ? 

(O 分 裂 后 的 子 区 域 上 的 问题 如 何 求解 ? 
这 些 问 题 有 的 将 在 以 后 的 章节 里 加 以 讨论 ， 有 的 还 有 待 进 一 
步 研 究 ， 随 着 讨论 的 深入 开展 , 还 将 提出 更 多 的 问题 . 


第 6 章 


区 域 分 裂 法 一 一 推广 的 Schwarz 交替 法 


Schwarz 交替 法 是 一 个 熟知 的 数值 方法 . ΕΤΕ ΓΗ. 
六 十 年 代 ， 德 国 数学 家 H. A. Sohwarz 就 提出 了 解 韭 西 平面 
KIRE Laplaoe 方程 第 一 边 值 问题 的 交替 法 中 一 个 多 世纪 
以 来 , 一 直 受 到 人 们 的 重视 .1890 Æ, E. Picard 用 它 来 解 一 
类 非 线性 构 圆 微分 方程 ， 并 称 之 为 Sehwarz WR f 
着 , 苏联 数学 家 C. A. CoGoxes 和 C. T. Μπχππη 等 则 把 它 推广 
成 解 变 分 问题 的 一 种 松 驰 法 喇 55: JT. B. RKagropszu 与 B. M. 
Kpsiaos 在 他 们 的 名 著 < 高 等 分 析 近 似 方法 ?和 9 第 七 章 里 对 
Sehwarz 算法 作 了 较 系统 的 总 结 . 近年 来 , 不 少数 值 分 析 工 作 
者 又 进一步 拓 广 了 它 的 应 用 范围 和 深化 了 它 的 基本 思想 ， 比 
in, M. Dryja 把 它 用 于 求解 有 限 元 方程 5， R. Glowinski 等 
把 它 用 于 求解 流体 力学 中 的 非 线 性 问题 “*;W. Hackbusch、 
G. Starius 则 把 它 引入 了 多 层 网 格 法 和 残 量 校正 法 中 ， 从 而 
使 得 这 一 二 老 的 方法 越 来 越 枝 繁 叶 茂 , ΜΑ ΕΤΕ. 

文献 [0]、[6] 研 究 了 区 域 分 裂 的 多 样 性 , 把 区 域 分 型 为 两 
个 互相 重合 的 了 区 域 推 广 成 分 裂 为 多 个 互相 重 登 的 子 KR, 
并 引入 了 混乱 松弛 的 思想 ， 从 而 为 一 类 解数 学 物理 问题 的 异 
步 并 行 算 法 葛 定 了 理论 基础 .本章 就 系统 地 介绍 这 一 算法 . 
但 不 深入 研究 它 的 异步 并 行 性 及 其 计算 机 实现 的 过 程 ， 有 关 
这 方面 的 内 容 文 献 [68] 已 作 了 详细 的 介绍 . 
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S1 解 二 阶 线性 梢 图 微分 方程 的 


Schwarz 交替 法 
考虑 Dirichlet 问题 
(ELTON TOR: (Ὁ 
u| — (c). (9) 


其 中 QC Pr" 为 一 有 界 开 区 域 , CUT 为 边界 , 4 是 二 阶 线性 
椭圆 微分 算 子 


no- S (sa) 
dA, Φ(Α)-» L,(Q) T GA) iE gg, ΦίΑ}ς HA), H 
HOPPAR. 

id 


- e Ou Ov a 
a(u, ο[ 3, as "m dm. -ν + Buv Jda 


-αρίω, v); 
(7. =| fva (f, a ο). 


设 双 线性 形式 alu, DT HD 中 一 致 覃 圆 ， 即 存在 党 
ἈΚ γ 0,118 
αρία, uw) zz luli, vuc HD, 
E u*c H1C0), WHE (1) -- DORRERA 
[rues u—wv € MA), H 
αρίω, v) - (f, v)g Noc HiQ). (8) 
当 ag(u, v) — ago, 内 时 , 它 等 价 于 问题 : 
(e HO μ-- ώς ΠΟ(9), B 
Jo(u)- inf Jolo), (4) 


v-ce HiO) 


— 16i .一 


其 中 Talo) = aalo, ο) - f, oo 


在 上 述 假定 下 , Æ Salu) alu, 2) 还 在 HA) EEE, 
则 根据 Lax-Milgram 定理 ， 知 问题 CL) ~ (2) 12 ΜΜ C HD [i] Βα 
(3) sX [8] BE (4) 24) 存在 且 唯 一 ， 
设 区 域 Q 可 分 裂 为 如 图 6.1 所 示 
“的 有 重合 部 分 的 两 个 子 区 域 Οἱ 与 Q 
” Ἡι, MEU, QN 2a s 0, 
QJ 一 1，2) 的 边界 与 拟 边 界 分 别 记 
为 与 7y, Γι Τ., I'cQ, H. 
Rx, DQ-DnO-3. m^ 
Β 61 X5 EHE IEZ AURIS AE — T. SEO, ΕΒ 
应 的 问题 (1) ~ (2) s (3) ~ (4) 可 解 . 
对 于 问题 (四 ~ (2), Schwarz 交替 法 可 述 如 下 ， 
格式 I 给 一 初始 猜测 1°€ ΗΣ(Ω)Π ΟΘ(Ω͂), fg Sehwarz 
序列 (简称 为 Sr 一 序列 ) Gu Ee, 它们 是 问题 集 
Auf οι μ, 
τ 


TIT CT 0-0, 上, (B) 
uH | r=p; 


ADF 于 Qa Pj, 
ι | 


αν. μα. E OL Qs E, (6) 
ux r=9 
ὡ--0, 1, 2, "t. 


的 解 . 
对 于 问题 (3)，gSohwarz 交替 法 可 表述 如 下 ， 
ΒΗ 给 一 初始 猜测 C HQ, f£ Su—H 7l fut)2, 
它们 是 下 述 问题 集 之 解 . 
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， [RAER TY " 
' lag(u"?, D) =f), Voc K* (71; 
| (E wD E Ku 078) (8) 
(uD, 0) = fo(v), Vv€ K*(P3). 
$—0, 1, 2, - 
对 于 问题 (4)，Sohwarz μι... 
格式 III 给 一 初始 猜测 weE 瓦 52)， 作 rn 一 序列 
ivo; 
1. ui {| inf. Jalo) F Qı A, v-v* 
FR- Ej 
2. u= {v0| inf. , To (wW) F Qs pj, v= utt 


VEK u 


FRQ- ος EY 
$—0, 1, 2, 
Mop KU 与 KU ΑΜΣ. 
ΚΤΡ--υ|υΕ ΗΡ(0), v|r,—u|rjh 
KUT) = ie|e€ EO), v|rj-0). 
显然 ， K (TYCHO), KC) c H2. 
现在 要 证 明 , 问题 (1) 、(2) 等 价 于 问题 集 : 
Aw 一 J， 于 Οι 内 ; 
futrze (9) 
ulr =u, $-1l, 92.546, 


实际 上 , 若 沁 是 问题 (DD ~ (2) 的 解 , 则 有 


Au =f ἝΩΙ 内 ; 
[wine 
u*lpg-u*, $—1, 2, 


Bp w* 是 问题 集 (9) 的 解 . 反之 ， 若 友 与 好 是 问题 集 9) 的 
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解 ， 则 它们 之 差 uu 在 子 区 域 的 重 玲 部 分 Q= NA 上 
都 满足 问题 


μα. 于 Qa 内 ; 
ulr 0. 
WE Qi 上 uu. 我 们 定义 一 个 函 数 : 
up FQ; 
«--{ . 
us T-A, 
T e” ΒΙ (T) ~ (2) 的 解 . 

由 此 可 见 , 若 由 格式 工 得 到 的 函数 序列 {ωσο 收敛 ， 且 其 
其 极限 是 问题 集 (9) 的 解 , 则 它 也 就 是 问题 (也 -- 2) 的 解 ; 

问题 集 (5) (6) 的 广义 解 (在 TaxmepEaE 意义 下 ) 即 问题 集 
CD. (BUE. FERA ΤΙ 得 到 的 函数 序列 (wl. OS, H. 
其 极限 是 问题 集 (9) 的 广义 解 , 则 它 也 就 是 问题 (1) ~ (2) 的 广 
义 解 ; 

HAT 4 满足 正定 对 称 的 假设 时 ， 格 式 III 与 格式 开 
是 等 价 的 . 所 以 ， 若 由 格式 ILI 得 到 的 水 数 序 列 {wi}? 收敛 ， 
且 其 极限 是 问题 (的 解 , 则 它 即 问题 (了 D ~ (2 的 广义 解 . 

我 们 着 重 研究 求 问 题 (了 D ~ (分 广义 解 的 方法 . 为 方便 
计 , 我 们 将 只 对 格式 ILI 研究 Sehwarz 交替 法 的 收敛 性 . 

定理 6.1 若 双 线性 形式 αοζω vo) F HlO) EEREN 
— SUB, ου) 是 Πὐ(Ω) 上 的 连续 线性 泛 函 ， 则 Schwarz 
交 赫 法 收 伍 ， 即 Su F Au ΜΑΚΡΗ 4) ΑΗ ΒΕ ω" (ος 
等 价 地 Sr 一 序列 收敛 到 问题 C9) 的 解 wu") . 

WEBB 我 们 分 五 个 步骤 来 证 明 . 

G) 首先 证 明 序 列 {Jais 是 单调 下 降 的 。 

由 格式 III 及 等 式 
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Jo(v)-Jo,(v) -Ja-o,(v) 4--1, 2, 
可 推 得 
J o(u9) — J olu”) +I o-a lu") 
= inf  Ja(v)--Ja.g. (ut) 


v€ K3,41(Pi) 
< Jo, (ut) -- J 2-0. (μὴ t) 
一 Jg (αδί-1γ 
=J o, Ut) — Ja οι(ω” τ) 
- inf Jalo) 上 Jo a (UP?) 


vE Ke «(ΤῸ 
«Jg, (979) J o-o (U —J o (4997), 
p=], 2, »», 
RE upu D, WDUGSPRECRAXOR X. MOiJaQw))o ΒΞ 
单调 下 降序 列 . 
GD 其 次 证 明 (e —u* 在 HO p REI. 
事实 上 , 对 任何 实数 t, 有 
iu* t (1- DuC HKO). 
X Jg(u*) = iP, Jal), 


OJ ρ (tu* » (1—)w) -0. (10) 


1-1 
E (10) 可 以 得 到 等 式 
&g(u*, u —ag(u*, u*) —fo(u* —u). (11) 
FIRE CLD SURE altu", wi 一 ww*) 的 一 致 椭圆 性 , 并 利用 
{Jalu ys 的 单调 下 降 性 ,村 行 


lx 一 we 全 αρίυ΄--υ", u’—u*) 
πο w) --ᾱρία", u*) -2fa(u* )] 
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[J o(u9 — J a(u*)] 


JaW) —J'a(u*)] 


m d τν 


KEH (i —u* yo 是 一 有 界 序列 . 


am 


iD ΠΕΡΙ Quüg mfaEXSNCHUF ἐξ HO) 的 子 序列 


ζωης, 


SOS Εν ΕΠΙ Hilbert 空间 /7500) 中 的 有 界 无 穷 集 是 弱 
紧 致 的 , li ο ut Y πμ Ισ ο, 


Bl? ὁ — co 时 有 
u“ —u* — wc AQ), 
dy 
u* — qp u*—uc Hi), 
Gv) ΠΒ τε. 
Hu 
KP) -1v|oc HOD, v=u F I; E}, 
由 于 格式 LIT 等 价 于 格式 IT, m d; oo 时 ,有 
(erm Dc Β1(Ω), 
dau, v) —fo,(v), Voc K*(I*), 
j-1, 2, 
BB 为 问题 集 (9) 的 广义 解 ， 故 =w*. 
(v) 最 后 证 明 w->w*, 34 6- co βῆ, 
Ei) 5 (0v) Aff 
lim Jalu’) -J'o(u*), 


由 (12) 及 上 式 得 
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(19) 


(14) 


(13) 


(16) 


lim lui — της 


Dm (Rar κ] ο (το) 1 --0, 
ὑ iv ud SUB wt ggf. 


$2 带 松弛 因子 汐 Bejwwarz 交替 法 
及 误差 估计 


汶 了 加 速 交 藉 过 程 的 收敛 速 庶 ， 正 如 我 们 在 上 一 章 已 看 
到 的 那样 , 可 以 引入 松弛 因子 o。 例 如 ， 在 上 一 节 的 格式 11 


RSNET e. ANEH 


;如 下 带 松弛 因子 的 Schwarz 交 
tr ^. ——BÉBur m 格式 . 


£&— 78 w | ας HQ), 1E Sw 一 序列 (utro: 


mpl inf 之 či g 
td 一 | inf Jow) F Ωι p v=] 
| ΠΩ 
1 1 
1, 4 Q—Q, Ελ, 
， er 2A ο) 
qus ape uU my. 


^st; . a i 
ο inf Jol T Q 内， vu 


VER eg 8) 
2 T 9-01), 


πο μυ. ogg (qi Gn TED) . 

$—0, ἐν 2, »»» 

现在 来 讨论 它 的 收敛 性 ， 由 上 述 格式 知 

uitt yt d o(u cium. 

WOCHE fil o c Β RR CLASSER 
J a, (PED) Jg Gr). 

这 样 一 来 ，J or QE Jes a o (119) EA o f ΒΕ 
数 , 当 ω5- 1 ... ME Jo C277) ,因此 必 有 
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从 而 5 出 
i D Jal utt ) | ω-α -二 Jg (ων ω(ὤθηι.. 3) | 的 一 证 
= [wag (ον qi) 十 α - 2o) Gg, (wt ， utt) 
— (1— e)ag (u, P) — (f, utua] jozi 
— ag, (uon, d) — ag, lu”, λε) -(f, (δει. amu 
一 0, 
从 而 得 到 
ορ. ο u”) 一 一 Go， (03+, gH 一 Cf, yasti - u”) ον. 
(13) 
应 用 (17) 式 并 经 简单 计算 可 得 
Jo (gH) 一 εἶ ο. (u2531) 十 J o_o (utt) 


-i ag, (ws 十 四 (化 pA u’), u+ co( i1 ue) 


— Cf, VP pe Qu) a FJ a a (7) 
=J au") — o (2— 0) [J as (u? J 9 (02511) ], 
(18) 
注意 到 utt ος KOT) EAO) 
及 让 = 于 8 一 上， 再 次 利用 (17) 式 还 可 得 到 
Qo tl u”, uttu") 
=p, (€ (ολ. 3), co(q H1 ae) 
— Oo, ου qiti. y) 
c [ao (uti uS) -θαρι(ώ 33, u“) 
taolu”, u] 
= 2o? [J a, (v?) — Jo (1)], 
故 当 w0 时 有 
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; ^2; 1 o; : ; ον 
Jo, (a9) EN Jo (uti) -- 可 ~ 4g (uiti 一 u”, yati — u”) . 
"n 


(19) 
将 (19) 代 入 (18) 得 到 


J ol HH = Jou) — ^x £e αρ (ut yi uto a8 
(20) 
di αρίω, v)'P HO) 5 —SIURB BU, FEE OU Ry WAT 


σρ(ω»' τ... ath my ο... — u% 2ο, 


此 时 只 要 21220, 
Bp 
Ox to«2, (21) 
Vy gi (20) 
Jg (wa 一 Jo (u+ t)z € ω 5 y ο. — y” | 2 


当 (24) 被 满足 时 , 不 难看 " n" )H 是 单调 下 降 的 . {3 
照 定理 6.1 可 以 证 明 ， 

定理 6.2 在 定理 6.1 的 假设 下 ， 若 oc(0 2)， 则 带 松 
弛 因子 co 的 Sehwarz 交替 法 收敛 , 即 Sr 一 序列 Gu 收敛 
$3 [8] jl (4) RE uc". 
当 取 oC, 2), TX Stro PKA Sehwarz 2 Er ΜΒ p 9 
法 . 不 难 理解 , ἈΠῸ E 与 格式 Ἡ 可 类 似 地 构造 出 带 松弛 央 
ΤΗ ,~ 与 Su 一 格式 ， 亦 可 类 似 地 证 明 它 们 的 收敛 性 . 

现在 研究 Sehwarz 交替 法 的 误差 估计 .为 论证 方便 起 
见 , 仅 就 格式 ΤΙ ΠΚΒ 0928 ὁ 2b YE DUE «* X IBI (8) ΜΕ u 的 

定理 6.8 著 双 线性 形式 au, v) T ΗΟ(Ω) ΕΕΒΕ, H 
24 — 80D, 则 有 
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lu*—-«]i«O inf , |u*—v| j=13R 2, (22) 
ve KoaQU 


其 中 070795 v* 和 都 无 关 的 常数 . 
WEBB  Hiao(u %) 的 连续 性 知 存在 常数 M>, 使 得 


[ao( υ)|--Μ]μ]ι]υ]ι, Vu ος ΠΊ(Ω). (23) 
tuto ΗΠ [7Ο 36 Ud EDI fe 
αρία, Ὁ) =f), Voc K*(D)). (24) 
因 必 是 (3) 的 解 , 故 有 
Go(u*, Ὁ) -fo(v), Vo C K* (I^), (25) 
A ΚΑ ως HO), 从 (15) 减 去 (1 和 9 得 
ow v) —0, VvE KD). (26) 


E v=vt i, PE ος Ka), H toglww) 的 一 臻 椭圆 性 及 
(23) (25) 可 推 得 


ο ao cu? —us, u* — uf) 
p 


= [ag(u* — u* —w) —ag(u* —u, v)] 


A 


= solu" — Wi, u*— 9) 


«M ule oy, νος Ki QD), 
消去 共同 因子 ja* 一 ws 38 072. f 
ju*—wiixO]u*—vo]y Voc RT). 

两 端 关于 ος Ka (TORTAR, 即 得 (22)， 定 理 证 毕 

下 面 我 们 引用 Τι. stontemyer 的 例子 [10]， 以 作为 对 
Schwarz 交替 法 的 应 用 。 

例 
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u| P918), 

u| P3—os(0). 
其 中 Q-Qe) ys BIUQs (e— D) +y R, 
Ω 的 边界 为 ZUZa( 人 参见 图 (6.2). 


[i Fah, 


Æ 6.2 


Stoutemyer 按照 Schwarz ZEARRA, EKI O4 
裂 成 如 图 6.2 BER REV ΤΗΕ. KEH Ωι ἢ Qs, Qi 的 边 
RH TUT Qa RRA 1191 13. 然后 构造 如 下 的 计算 
格式 | 

任 给 一 初始 猜测 go (0), 作 各 下 交替 松弛 ， 

Au,—0 F QA, 
1, ο 
ui|r;— o8). 
—17— 


Us| n pa(08), 
Uo | r, = Ual r 


T4 在 第 二 次 及 第 二 次 松弛 以 后 为 uil r; uar 从 而 


ua = 0 F Qa 内 ， 
2, | 


Rmus 
有 


ui -αιίφι, Ua | n: 


Ue =U (Pa ur | rj). 


其 中 


1 θε 
ur, uab |rs = f Palha) Es (81, Θα) 00; 


or 
+ 92 (05) kalOn, θα) dð, 


+ [uO [rik (81, 02)d0s ) 


n Ua R3 十 位 一 2 有 sra σοβίθ»--ψο) 


τᾶ. R+ D? —2R,D cos, 


--- 2DR; sin0, 
stg 十 从 一 


0.8 一 2 一 θες. 
1 θιθ 
tia | r7 wu (03) [πι = 去 (| DA (61) K (8... 92) d£; 


&P 
t [us (9) 1 Ks (s, 02)d0:). 
8.9 


Ri- ri 
RHO Κιίθι, θε) FT aRar os ju)" 
Tí = Ri--D?--2HR4D cos 85, 
由 一 她- 2RD sin ba 
r4 ΘΒ 
6,0 — 2a — 6,P. | 
JE ΒΕ ΤΕ ΠΠ 7R: 
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dn Li ^] H 
μα. | d i S 
; 5 i T “lr; πια, 


"nu dep "m τα -- 


TG; E. T Os E. PAX E … CPGE FPE … 

可 以 看 出 ， 原 方程 已 表示 成 联 立 的 积分 方程 1~2, ΒΗ 
计算 已 转化 成 带 有 弱 奇 异性 核 的 数值 积分 问题 . 

Stoutemyer 1972 年 在 IBM 360 计算 机 上 用 双 精 度 算 
术 运 算 作 了 数值 试验 .结果 表明 ， 只 有 两 个 几何 参数 影响 进 
程 的 速度 与 精度 , 其 一 是 圆 盘 的 相对 尺寸 , 其 二 是 重 松 部 分 的 
多 少 ， 它 们 均 由 重 伙 部 分 所 张 的 圆心 角 (Oap 与 om) 所 唯一 确 
定 ， 至 于 区 域 的 绝对 位 置 、 方 位 尺寸 对 速度 与 精度 影响 其 
guam 

dé 6.1 给 出 了 他 取 θιρ--60", 025—120? 时 的 部 分 数值 
结果 : 


表 64 


dE Xj 3) πὶ f 
拟 边 界 上 节点 数 RICE 


33 匀 HW R 
ΚΟΚ | X 


3 10 0.004993 
4 I 19 0.001683 0.002284 
mE 8 ΠΝ 13 | 0.000521. 0.000604 
16 ' | 13 0.000165 14 | 0.000150 

! | 3 | 13 0,000055 14 
T 64 | I4 | 0.000019 B 14 0.000009 
n & | | l 14 0. 000007 14 0.00000z 
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由 此 表 可 以 清楚 地 看 出 ， 用 Sehwarz 交替 法 则 只 需 很 少 
的 迭代 次 数 , 便 可 获得 较 襄 的 精度 . 

在 对 以 上 例子 用 Schwarz 交替 法 计算 后 , Stouteroyer 有 
如 下 一 段 议 论 : Schwarz 方法 “是 对 非 正规 区 域 的 ， 它 们 与 有 
限 元 法 不 同 ， 因 为 前 者 的 区 域 必 须 是 特殊 易 解 区 域 的 和 集 或 
交集 .虽然 任何 区 域 可 以 由 是 够 简单 的 区 域 之 和 和 集 或 交集 任 
意 好 地 逼近 ”， 但 是 ; Schwarz 方法 “对 多 于 两 个 简单 区 域 的 
竞争 性 似乎 是 可 疑 的 下 "”。 然而 ， 下 面 我 们 对 Sohwarz 交替 
法 的 推广 ， 将 解除 Stoutemyer 的 这 一 疑 虚 ， 不 但 证 明了 
Schwarz 交替 法 的 思想 适用 于 任意 有 限 个 简单 区 域 的 和 集 和 
交集 ， 而 且 证 明了 Sohwarz 交替 法 的 思想 具备 其 他 方法 所 不 


$3 [pM ΤΑ 


仔细 前 析 Schwarz KAANAA HAN, TARN 
样 一 个 启迪 ， 把 一 个 较 大 而 复杂 的 区 域 分 裂 成 若干 个 具有 和 
基部 分 的 较 小 而 简单 的 区 域 ， 然 后 在 它们 之 间 交 蔡 地 进行 从 
Ab, 有 可 能 方便 地 用 于 求解 区 域 的 几 亿 形状 其 为 怪异 . 边界 条 
件 其 为 复杂 的 问题 ， 本 节 就 基于 这 种 思想 来 发 展 Sehwwrz 交 
ΟΣΤΟ 

仍 以 问题 (D) (9) 为 模型 

首先 对 Sohwarz 分 裂 方式 作 如 下 推广 

BHRIS O 23D mCR2) AF OR Q6 M is 
ο C) OREL S). SU As HC 
M, Q; [ΙΑΕΑ LIU DS Kr PCR, 888 0 BILE 
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xj sib n, Ἡ 
T-DNA 0, ArT, 
j=1 


在 以 后 ， 凡 是 说 到 区 域 分 裂 
都 假定 游 足 上 述 各 条 件 ， 
必须 指出 的 是 ， 我 们 所 
指 的 区 域 分 裂 没有 包括 子 区 
域 之 间 无 重合 的 情形 ， 对 于 
后 者 ， 亦 有 不 少数 值 分 析 工 
作者 作 了 许多 有 意义 的 工 
作 , 比如 PP, E. Bjorsiad, O. 
B. Widlund [48] H M. E 6.5 
Dryj [52] 38. Br Y ΓΑ ULBRE CELER I AP ΑΡΗ RE 
得 研究 和 发 展 的 . 

我 们 对 Sebwarz 交 赵 法 的 推广 ， 是 建立 在 满足 前 述 条 件 
的 有 吾 状 分 型 指 方 式 上 的 , 称 之 为 区 域 分 裂 法 , 或 简 记 为 8 一 
算法 . 

S-— FRR PURTI 

HRI tti harm uE H CO), Xf ἐ--0,1, 2, .…, 
EI 9 uie EET R ER ZR 

[ ο T EO Ph 

Ἐν etts" P-Q E, 
ΠΣ; [οσοι 
(Ast ufo CP Os WT, 


[2 . DRE 于 Ω-- (Qs E, 


mt 3 


[r9 


-- i15— 


Aymiim-f F On, 
m ee 于 0 一 Qn 上， 
\ ιν n=p, 
对 于 问题 (3) ,区 域 分 裂 法 可 表述 如 下 : 
ERI 任 给 一 初始 猜测 记 E 互 z(2)， 对 t=0, 1, 2, 
ee, E Su EAR Is, 它们 是 下 述 问 题 集 之 解 : 
i. (EAE T, ,使 
Go(u" 1, Ὁ) —fg(v), VvE K); 
m7 6 K uus), 使 
| Ls 3) —fo(v), VEKT; 


um 


{ κ σος K mam- πι), 使 
` tag(u"'*", Ὁ) —fa(v), VTEK Th). 

对 于 问题 (4) ,区域 分 裂 法 可 表述 如 下 ; 

格式 III 任 给 一 初始 猜测 uwEzs(Q), 对 t=0, 1, 2, 
5s 作 Si 一 序列 io: 
wnt [ο]. info JaG)T Diff vw" 

T Q—Qi Eh 

utt? — (v p if (UJ Q0) F Qa 内 


uniti y Ω- Qs Eh 


-一 一 人 


anim — £p | inf Jo, lO) F Ωμ Wi, 
VEE miim- m) 


t y= uti E ϱ- Om bj 
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HPR IL R 中 的 函数 类 E me TS EKET) 
的 定义 与 上 节 相 同 . 
如 果 以 了 为 内 循环 参数 ，# 为 外 循环 参数 ， 则 格式 ΠῚ 可 
形式 地 描述 为 
For 1-0, 1, 2, s 
[ne j—-1, 2, = m 
u"*- [οἱ inf ^ Jo,(v)T ΩΙ 内 


να 
υπ i F O-0, E), 
这 是 一 种 系统 的 松弛 方法 ， 当 m= 一 2 时 就 是 通常 的 
Schwarz 交替 法 ， 
为 了 下 面 所 要 证 明 的 8 一 算法 的 收敛 性 , 我 们 在 些 强调: 
上 述 三 种 格式 中 的 循环 次 数 上 每 增加 1, 松弛 运算 必须 依 原 定 

次 序 对 每 一 子 区 域 执行 过 且 只 执行 过 一 遍 . 

- .5-- 算 法 的 收敛 性 , 基于 以 下 一 个 事实 ， 当 问题 的 解 充分 
光滑 时 , 上 述 三 种 格式 是 等 价 的 ， 为 说 明 这 一 事实 , 我 们 首先 
要 说 明 问 题 (1) ~ (2) 等 价 于 问题 集 ; 

Au=f FRW, 
ujn =p, (27) 
πιω, j=l, 2,4, m, ἠπεύ, 
$-—1, 2, =, m, 
其 中 meD,«me(1092, T,= ÜT 
EDNO =0, W P, 为 空 集 . 
事实 上 , 若 u” 是 问题 (DD) ~ (2) 的 解 , 则 w* 必然 满足 问题 
sk 27), BP w* 是 问题 集 (27) 的 解 . 
EZI ui, uz co us 是 间 题 集 (27) 的 解 , 在 本 章 $1 我 
一 42 一 


们 已 经 论证 了 当 τν--2 时 ,它们 是 问题 (1) ~ (2) 的 解 , 作为 例 
子 ， 我 们 将 反复 利用 这 一 证 明 思 想 ， 来 论证 当 Ως Β᾽, m=3 
时 , 它们 也 是 问题 四 一 ( 包 的 解 (mm >83 时 的 情形 可 照 此 类 推 ). 
车 8 分 裂 为 如 图 6.4 所 示 的 情形 ， 对 于 问题 集 (27), 我 
们 特别 地 写 出 所 有 Tu 的 具体 形式 (还 可 以 写成 其 他 形式 , 但 
其 论证 方式 与 下 面 的 类 似 ). 
T= AFB, uin, —u5 -一 一 ~ 
人 } Di-Da-Da-ÁFBO 
DO-BG, wilr, —u$ 
I'5—ÁOB, Ἡ η =u]; 
了 03 一 — BE, wz | ra -υβ 


Ts=Tn t+ T= AOBE 
274 ntd 28 一 


Γω-θθ, win, MIL Éroo 
To= Ρο, vira =u, 
ΑΔΕΙΟ. UOS 上 
的 情况 , 此 处 有 
uin, — Us, 
uz] rg =u}, 
于 是 仿照 m=2 时 的 论证 方 
式 ， 立即 可 知 在 2 一 an Qa 
上 成 立 


uius. 
- 6.4 类 似 地 , 对 于 QsU Qs E 
的 情况 ， 亦 可 推出 在 Qus — QN As 上 成 立 


u3 = U3, 
XF Οι UQ: LARD, 35183] ΕΠΗ Ἐἑ588|44 PN 5k 
X. 可 知 在 {δια = £21 N Qs ERS 
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υἱ-ιῷ, 
综合 上 面 的 三 个 结果 , 不 难得 知 , TE - 0,0 QD Qs E 
成 立 
η 42 — s. 
于 是 可 定义 一 个 函数 
us F £g 
us c Q5 — Q3 — Qaf Q, 内 ; 
ua F =- Q UQ 内 ; 
pe FLE. 
令 e=w 一 w, 不 难得 知 ,8 满足 问题 
As=0， 于 人 22U0.s J Qai F3. 
|: |r=0, 
e|r-0, =r UTU TS. 
故 εΞ0, Buse EIEN T ARE (20) 的 解 满 足 问题 
QD) ~ (2)， 对 于 高 维 情形 也 可 类 似 地 证 明 ， 
由 此 , Sp SE S 1, 我 们 指出 . 
车 由 烙 式 工 得 到 的 函数 序列 {ωγο 收敛 于 问题 集 (27) 的 
解 , 则 它 也 就 是 问题 1) ~ (2) 的 解 ; 
格式 工 的 广义 解 ( 在 Tanopran 意义 下 ) 即 格式 I 的 解 ， 
车 由 格式 开 得 到 的 函数 序列 {tJ8 收敛 于 问题 集 (37) 的 广义 
解 , 则 它 也 就 是 问题 以 ) ~ (2) 87 s 
HAT 4 对 称 时 ， 格 式 II 与 格式 DII 等 价 ， 所 以 若 由 
格式 ΤΠ 得 到 的 函数 序列 {ωΎο 收敛 于 问题 (4) 的 解 ， 则 它 是 
问题 (1) ~ (2 的 广义 解 ， 
我 们 仍 就 格式 ΠῚ 研究 区 域 分 裂 法 的 收敛 性 . 先 给 出 如 
下 收敛 性 定理 : 


定理 6.4 若 双 线性 形式 ca(w 急于 Ht) PEREK 
-SM foot HO 中 的 连续 线性 ZE, WRIA 
Aae 即 Sr 序列 fy ΜΓΘ{Ξ| 1η] 8 (4) 8 6 w^ (75 ΒΠΠΠΒΙ 
(9) 的 解 ). 
证 明 G) 首先 证 明 序 列 (JoQu'to 是 单调 下 降 的 ; 
由 格式 ΤΠ 及 等 式 
Jalo) = Jo, (7) t ρα (Q0), 3--1, 2, m, 
可 推出 , 对 任 一 9 一 1 2, ''', m, 都 有 
δα) = Ja, (P8) + o-oo) 
= inf , Jo w) +I a-o uti) 


CERmugja T$ 
“ο EJ gg (u) 
=J gluti 
—Jo,, (um) ep, ο. 
~ inf Jo,, W) Jg, , (η) 


VEE ue (P) 
<Ja (WH) + Jg g,, Cu™ 
= J g (ut) 
SJ) E O < 
<J glud),  t—0, 1, 2, =, 
这 表明 序列 {JoU 157 是 单调 下 降 的 . 
Gi) 其 次 证 明 [u'— ug 在 HS CO) A R, 
仿照 定理 6.! 证 明 中 的 ( 雇 即 可 得 到 这 一 结果 . 因此 从 
{uus 中 可 选 出 验收 敛 的 子 序列 (ui — u^] 使 


ut >u EHI(Q), ὑν-» oot, (28) 
(i) 证 明 πω, 
根据 格式 II 与 格式 III 的 等 价 性 可 知 
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αρ)(ι', v) —fo(v) VoeCK'(I5), (29) 
3—1, 2, =, m, 
24 4, co Rf, Hi (28) 55 (29) 8: 
uc K(I)c ΗΣ(Ω), 
ος υ)--]ο(υ) VocK?(I"), (30) 
3-1, 2, τε, m, 
《30) 式 说 明 4 是 格式 Π 的 解 , 亦 即 问题 集 (27) 的 广义 解 ， 即 
μ--α". 
EEG). (11) 与 (28) 式 可 得 
Him Jo(u^) =Tal"), (31) 


[5 K; (I), 


(v) 最 后 证 明 v v* Qd ὑ-» co 时 )， 
事实 上 , 类 似 于 (12) 式 , 有 


lw 一 oo zz Jalu’) — J'o(u*)]. 


利用 (31) 式 立即 可 知 凤 强 收敛 到 α", SE REESE 
下 面 我 们 介绍 带 松弛 因子 o 的 所 谓 5S,- 格 式 . 
任 给 一 初始 猜测 u E HACO), PE Sirro- B {αῆς, 
4""—(»| inf Joal), FO 内， 
VERS) 
1 | v—u",-rF0—0; E}, 
umi 一 unt 十 ao (úm γα, u^) : 
u"*3—|v»| inf Jolo), Faa, 
VEKE me: TS) 
2 | yq". F 0-0; E}, 


mta miri 2nfT2 miti 
vw 十 olu ); 
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mtm = fo :| inf , J om (t); 于 Qn P. 


人 t E K mes mPa) 
m4 v= τῇ Q- Qn E), 
| ο y+ =y Html (9 (Ott y πι Ἵν. 
将 定型 6.2 MENPE HEPER OJI 2,- 
m) E tii so. 回 样 可 得 到 : 24 002 ΠΗ, πο. 


TE. p A 6. 4 fr ug ΒΗ, Bu 可 得 如 下 带 松弛 因子 O) ΠΗ Sonen 


PETAN ἐξ A TE paa, 

x Yeu m 6.4 ΣῈ, dy ως (0, 2), WESS TA 
RES 1 co ΠΤ πανω SX, Bi. BE Sou PRX uh E 收敛 到 问 
BU ΠΝ 

ἼΘΕΩ, 23) 时， 我 们 称 此 算法 为 系统 的 Sehwarz 3815 
ΠΤΙ TA S-SOR fk, Zib np 18 δι δι." ας Ἢ 
Sy, σον Yen EDITA CEU. 

ΤΙ ΧΕ 3Σ [κ πχ 2} 511 [Π}ἑ2}}Π}᾽,. WEWETE, {6 
μμ: TERIS 63038 138 uix Brus (3) ΠΛΗ ΒΩ; SC BJ 
ZEE. 

x9 6.6 着 双 钱 性 形式 αρα, o) F MO EXE SEHOSN 

AMD. WE 


j= ehs inf u 
VE ) 


“ες, 2, ml. 

Hp 0707 5ο” Τὴ ὁ 832m ἂν 

证 明 ο... 

ι4ρία, v) | M Ibo), Vu, vE HK). , (39) 
由 格式 开 可 知 , τυ} P σας α Nl JE 

aa 人 v)- (f, Do, VoC K? V». (34) 

ΒΒ e^ AER E (9 BS. 因此 有 
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-— τς 


* 


-οἷμ (32) 


Εξ 


ao( v) —- Cf, Ὅλο, Vv C K^ T). (35) 
BK? (Qc ΗΟ(0), UA GU) SR UA (40518. 
&g(u,—u, Ὁ) -0, VvE KT). (36) 
jd o-—0--w,PJE oC Κι 407), H ao(u, v) 的 一 致 桶 贺 性 及 
25083 (98). (36) X, 则 可 推 得 


]u* — αἱ [ed &g(u* —v*, υ"-- αὖ) 
7 
= Se baa i? — u* — u) — ag(u* —u*, v)] 
=} Galu*— uć, u*— v) 
Y 
«Tw —u'lilv*—vel;, Νους Κι (1). (GT) 


在 (37) 式 中 消去 共同 因子 | — vi] s 3545 O- TR 
ju —«*|i«O v" — vl; VuE KTY). 

ΕΞ 5: υΕΚ, TORTA, BIS G2), EME, 

估计 式 (32) 表 明 Sr 序列 {ως 对 问题 (3) β{ 48 ul" 的 逼 
KE |h 度量 意义 下 每 一 步 都 是 最 佳 的 , 并 且 这 种 逼近 与 算 
子 4 相 应 的 双 线 性 形式 αρία, υ) ΕΕΒΕ. 影响 收敛 性 
的 还 有 HO 中 的 元 素 几 到 其 子 集 KLGQU 的 距离 ， 而 
Ki (Επ PUB ΜΕΝΑ ΕΛΛ. ΓῚ 的 几何 形状 
有 关 . 

怎样 选择 D, 以 使 算法 收敛 最 快 是 一 个 值得 探讨 的 问题 ， 
为 了 保证 算法 的 收敛 性 , BA ΓΙ 是 不 能 取得 与 工 相 切 的 (在 
TEWE). 

可 以 看 出 ， 本 章 § 2 中 的 估计 式 (22) 是 估计 式 (32) 的 特 
殊 情 形 . 
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$4 应 用 实例 


作为 对 区 域 分 裂 法 的 应 用 ， 同 时 也 为 加 深 赎 者 对 它 的 理 
解 , 下 而 我 们 举 一 个 用 区 域 分 裂 法 求解 裂缝 问题 的 实例 . 

应 用 力学 中 有 一 些 领域 涉及 到 在 解 域 的 局 部 区 域内 出 现 
点 奇异 性 和 线 奇异 性 的 问题 ， 这 两 种 奇异 性 最 普通 的 例子 是 
线性 和 非 线 性 断裂 力学 中 的 那些 例子 。 在 Poisson 方程 和 双 
调和 方程 的 边 值 问 题 中 ， 奇 异性 常常 表现 为 边界 包含 贴 限 角 
的 情形 ， 裂 链 问 题 就 是 这 种 类 型 隅 角 的 特殊 情况 ， 在 这 种 情 
况 下 , 解 通常 在 隅 角 处 有 奇异 性 , 因为 它 的 一 些 导数 在 卫 角 点 
处 是 无 界 的 ,所 以 在 奇异 点 的 邻 域内 会 出 现 大 的 误差 , 通常 的 
计算 方法 对 它 几 乎 是 束手无策 的 ， 近 年 来 ， 不 少 人 在 用 差分 
方法 利 有 限 元 方法 研究 这 个 问题 ， 已 出 现 了 一 些 好 的 处 理 方 
法 , 其 中 包括 局 部 网 格 加 密 , 自 适 应 格子 优选 ， 函 数 扩张 和 特 
殊 单 元 构造 等 等 sa， 通 观 这 些 方法 ， 都 要 大 量 增 加 计算 量 和 
程序 的 复杂 性 下面， 我 们 采用 上 节 所 介绍 的 区 域 分 弄 法 处 
理 一 个 裂缝 问题 , 与 解 通常 的 Laplace 方程 相 比较 , 在 几乎 不 
增加 工作 量 的 情况 下 , 得 出 了 较 高 精度 的 数值 解 . 

[ΠΩ 

fu-0 F Ω-{- ἱ «ασ, y<i}\{0<s<1, y=0}, 

αμ θ 本 为 8 的 边界 ( 除 [0, 113), 

uls, 0,) 一 0 

uls, 0.) 一 工 
其 中 0 为 边界 点 P 至 原点 的 连 线 OP 5j ο RAE D] K fa C 
图 6. 配 ， 间 题 的 精确 解 为 
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(38) 
| Ό-α--1. 


ula, y) =- ατοῖρ (αλ. 


μία, ΕΠΙ ΡΗΤΗ κα O b 
连续 ， 且 当 点 P (e, ο) eu I" PO on 
同 的 射线 趋向 点 0(0， 0) mj, 
wz2，2) 和 趋向 不 同 的 极限 . 
我 们 将 区 域 分 裂 法 与 有 
限 益 分 法 结合 起 来 ， 设 计 了 


Q0 u=] 


如 下 计算 方案 : 
(1) ΜΕ ΚΟΑ ἰ--- τιν] 
ΞΕ“ ΠΛΗ ΕΕ PEREAT C 
域 A, (j=1, 2, 8). m 6.5 
Q = 1, —i<y<0}; 


TLEH RAJA, ORAA O 处 于 各 子 区 域 的 拟 边 界 

上 ,已 成 为 直线 边界 点 了 ; l 
(2) 在 各 子 区 域 上 进行 正方 形 网 格 前 分 ， 取 步 长 h= 
0.1, 每 个 子 区 域 上 有 11x 21 κά (814 ο 点 ) Q 与 Qs 重 
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8 11x11 BI, Q: 与 Qs HUE 11x11 A RU s 
(3) 在 每 个 子 区 域 上 均 采 用 五 点 差分 格式 解 算 原 问题. 
利用 边界 条 件 与 拟 边界 条 件 ， 导 出 9x19 个 未 知 量 .四 隅 角 
点 o RERE ARAR ΓΊ(}-1, 2, 3) 上 邻近 两 网 点 值 的 算 
术 平 均 ; 
(4) JH S-SOR 格式 进行 松弛 ， 取 ω-1.6δ, 误差 限 s= 
1075 
计算 程序 如 下 : 
任 给 初始 猜测 v C HECO), fg Su- A (uo 
Bezin 
for$4:—0, 1, 2, -., do 
L, for ;=1, 2, 8 do 
Begin 
ugi = (v 4v = 0, FOA, oht, 
T 0-0, E} 
μι. + (wts — uiiti-1) ; 
if |u*i—wil17107* then goto L else stop 
end 
end 


我 们 对 此 便 按 照 上 述 方案 在 WUPP-80 分布 式 计 算 机 
上 进行 了 计算 ， 最 后 的 结果 给 出 ， 在 全 的 边界 奇异 点 处 
u;(0, 0) 一 0.75000, 在 Qs 的 边界 奇异 点 处 wa(0, 0) — 0.25000, 
在 Qs 的 边界 奇异 点 处 wa(0, 0) 一 0.50000， 而 求 得 的 近似 解 
在 旭 的 所 有 网 格 点 上 与 精确 解 重合 到 小 数 点 后 第 4 位， 这 是 
我 们 目前 所 知道 的 关于 这 一 问题 的 最 好 结果 ， 计 算 结果 见 下 
x. E 
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080 


7168'0 0988 0 90T8'0 FTS 0 0092 0 98T 0 | v689'0 | 0f99 0 | 9G$9'0 | 0959 0 


gg68'0 
(5190 | gga8'0 | ΟΡΕΘῸ | 16810 | oocr o | eorro | 192970 | ἀ159᾽0 | OGE9'O | $2090 
οστό ο |^ 
2680 | «98Ο | 16580 | croso | 0010 | ceoe'o | eogo'o | osg9'0 | cro9'0 | 0989°0 
3666'0 
Toz6'0 | £o06'0 | 0018°0 | eszs'o | OCOL'O | 9c29'0 |OSE9'O | 166970 | 661910 | 90990 
$896 0 | 6096:0 | osy6:0 | 9Gz6'0 | 0828°0 | OOGL'O | OGz9'O | PPLS'O | STGG^O | T689'0 | VTEG'O 
oT oT ος o oT 910 
00 


0*0 0'0 0:0 0:0 82°0 0008'0 


0008'0 | 000€'0 | 000€'0 10009 "0 


TISO'O 


9925°0 | 9345 0 


一 -一 二 一 一 


T680 0 Y?1070 095T "0 0098 0 0948°0 60970 | 9895 0 


STS0'0 


909070 


621070 L4260°0 06610 992[ 0 0095 0 FF58 0 | 0928 0 | 8908 0 | 196ψ᾽0 | Ῥθεν 0 


0980 0 


0095 0 LEPE'O | 098J8 0 | €26€'0 


Sr08 0 


950T 0 OSET'O OPTP'O 


6e2g'0 | GZCcE"0 


$101'0 


oszt o GLFT'O T01T'O 00820 T688 0 06/60 | 9868 0 


09610 95}1᾽0 ΟΥΘΤ0 PEEL O 98160 00860 PI82°0 90T8 0 0988'°0 7298 092670 


e9. X 


这 里 必须 着 重 指出 的 是 ; 1. 由 于 采用 了 区 域 分 裂 法 ， 使 
4378 88 DIU ΝΑ (MA 0 — 2o Ab) e P CR 0;(3 —1, 2, 3) 上 已 
成 为 直线 边界 上 的 点 (6=w 处 )， 即 子 区 域 变 成 凸 区 域 了 , 这 
就 为 “边界 光滑 化 ”创造 了 条 件 ; 2. 在 不 同 的 子 区 域 上 允许 函 
数 在 裂缝 顶点 上 取 不 同 的 “边界 值 ”， 我 们 在 这 里 是 取 其 邻近 
网 格 点 值 的 算术 平均 ， 随 着 邻近 网 点 值 的 不 断 松弛 ， 和 裂缝 顶 
点 的 值 也 在 不 断 地 变化 (这 正 是 区 域 分 裂 法 的 特点 所 在 ). 

可 以 预言 ， 这 种 方法 可 能 推广 到 其 他 带 有 类 似 边界 间断 
性 的 问题 上 去 . 


$5 区 域 分 裂 混乱 松弛 法 


我 们 在 第 5 章 已 经 看 到 ， 系 统 松弛 可 以 推广 成 “混乱 松 
3h", 即 允 许 松 弛 的 次 序 变化 多 样 ， 本 节 ， 我 们 也 将 取消 区 域 
分 裂 法 中 “系统 松弛 ”的 限制 ， 而 强调 松弛 次 序 的 混乱 性 ， 以 
推广 成 所 谓 8-OR (Sehwarz chaotie relaxation) 算法 与 
S-COR (Schwarz chaotic overrelaxation) 算 法 . 

先 考察 下 面 的 迭代 格式 ( 仍 以 问题 (1) ~ (2) 为 模型 ). 

任 给 一 初始 猜测 «^ € ΗΡ(Ω), 作 Sm-OR 序列 (ws, 

(wo={% | EU Jale), T QW, υ--ω, 


T 0-0 Eh 


v={v| inf Jalo), FQ W, cu^, 
PEET 


1 . FR- E) 


uiu { v | inf TeC), F Q; 内 ， Ὁ — ui 10), 
v EELEE j 
ΤΩ-Ω, E} 
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j k,l, sEM={1, 2, =, m), $—1, 2, =, 
类 似 本 章 §3 中 的 说 法 ， 我 们 亦 称 上 述 格式 为 格式 ΤΙ, 
还 可 构造 出 格式 工 和 格式 IT, 在 问题 (1) ~ (8) 的 解 充分 光滑 
的 条 件 下 , 同样 可 证 明 三 种 格式 是 等 价 的 . 
格式 IIT 未 对 子 区 域 的 松弛 次 序 作 任何 约定 , 其 中 ww 的 
上 标 认 四 仅 表示 近似 解 w 中 是 第 5 步 由 松弛 第 } 个 子 区 域 而 
得 到 的 . | | 
MULAS Je ELI PCI το στον A SE OUO 
所 有 子 区 域 依次 松弛 一 遍 看 作 一 个 周期 的 ， 以 后 的 松弛 次 序 
都 是 重复 这 个 周期 ， 所 以 都 是 一 种 系统 松弛 法 ， 但 是 我 们 刚 
A BOR MER, 既 无 子 区 域 松弛 的 固定 次 序 ， 更 无 周期 可 言 ! 
松弛 过 程 只 是 唯一 地 与 某 个 由 选 代 次 数 纪 和 松弛 子 区 域 号 
所 确定 的 序列 GOJE 成 一 对 一 的 映照 
我 们 把 序列 GONE 分 成 mm 个 子 序 列 
Dh 4:003, s (50). s {fin (m). (89) 
一 般 说 来 ， 如 果 我 们 不 对 {i 让}3 作 任何 限制 ， 则 当 4 -> cc 
时 , 如 同 第 5 章 $ 3 中 所 指出 的 ， 上述 子 序列 有 的 可 能 是 无 限 
集 ,有 的 可 能 是 有 限 集 ,有 的 甚至 可 能 是 空 集 ,但 至 少 有 一 个 是 
无 限 集 , 即 标号 a, ὅν n in s On 中 至 少 有 一 个 欧 向 无 穷 
K, 也 就 是 说 , 如 果 不 对 松弛 次 序 作 任何 限制 , 那么 , 当 松 弛 运 
算 无 限 次 地 继续 下 去 时 ,有 的 子 区 域 可 能 被 无 限 次 地 松弛 ,有 
的 可 能 只 松弛 有 限 次 , 有 药 甚 至 可 能 一 次 也 轮 不 到 , 但 至 少 有 
一 个 子 区 域 被 无 限 次 地 松弛 ，- 
需要 着 重 指 出 前 是 ， 设 某 个 子 序列 GC) (rE BD JE 
限 集 ， 这 就 意味 着 必 存 在 工 = max(h()) ΒΟ ὁ»-1 ΠΗ, 
(6)? {άν} 一 0， 也 就 是 说 ， 当 松弛 运算 执行 到 第 工 步 
A PERO 就 不 再 被 松弛 了 ， 根 据 本 音 8 3 中 对 区 域 分 多 
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法 所 作 的 约定 ， 推 知 至 少 有 一 个 子 区 域 QpCPE M) REGAR 
1» 当 和 > 工时 会 出 现 ο yao 一 Ww 中 为 常 驻 值 ， 在 这 种 情 


况 下 , 对 于 不 同 的 初始 猜测 ww, 或 者 初始 猜测 虽 同 但 松弛 次 序 
不 同 ， 我 们 都 无 法 断定 序列 {JoCu' 中 8 将 收 全 到 相同 的 极 
m. 

这 样 说 来 , 最 重要 的 问题 就 是 ; 应 给 标号 序列 (32 1 施 
加 您 样 的 限制 才能 足以 保证 序列 (70 (0) o 对 任 一 初始 猜 
测 *E 石 5(O0) 都 收敛 到 同一 极限 昵 ? 作为 回答 ， 我 们 给 出 如 
下 定义 与 定理 ; 

定义 ”松弛 格式 (38) 称 为 Sohwarz 混乱 松弛 法 (S-OR 
算法 ), 如 果 当 5 一 oo 时, 4,( 3) eo, Vj€ M. 

定理 6.7 车 双 线 性 形式 alu, VT Hi(Q) PESE HON 
一 致 椭圆 ，fo(v) 是 了 H3(Q) 中 的 连续 线性 泛 汕 ， 则 8-OR 算 
法 收敛 , 即 Sg-OR 57} (u*? rs 收敛 于 问题 (名 的 解 忆 ( 亦 即 
问题 (3) 的 解 ). 

证 明 (i) 3 $— oo 时 ,序列 (Jo (ug 单调 下 降 ; 

根据 Sor OR 算法 的 计算 格式 (38) 及 等 式 

Jg(v) ^J alv) -J'a-g(v), Vj€ M, (40) 


我 们 有 
το δρ) e J o (u9) +J o-o) 
— J oj (u 9) +J a. p, (u' 19) 
= inf Jaj(v)- Joa, (u/719)) 
veK, (D) 
ο ο a (uf 7109) 
=J (79), (41) 
$7—0, 1, 2, …。 
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这 表明 序列 (Jo Q0) yy 单调 下 降 . 
(1) 仿照 定理 6.4 证 明 中 的 (二 ), 可 以 证 明 ; 序列 Te 
中 存在 一 个 子 序列 (037 Sul SU «c H1), 
(14) 在 条 件 : 24 ὁ-» oo Bj, (3) 0, VIE M ΣῈ, nd 
知 序列 (uy [ἡ Ei ($) 5ο, BU, DOR Gi) 的 证 明 思 
18, jy üp Att (ui? ptg dep Hi] Qu  ) 58“ Oc u;€ Ku), 
Bp 
Vi μις K;(u),"F0; 内, Vjc M, 
其 中 
Kilu) = {ojl vC Η2(Ω), v| Tasu) mw 
$—1,2, =, m, 344). 


而 且 wu 在 子 区 域 Q, 内 的 限制 , B 


uj7u,"P Q; W, Vj c M. (42) 
Ων) 仿照 定理 6.4 ΕΠΗ ΠΩ“), 可 知 
uc. 
而 且 有 
„im J g(u 9) = Jo(u*), (43) 


Cv) 最 后 仿照 定理 6.4 证 明 中 的 (ir), 即 可 得 到 . 
uf ye 
定理 证 毕 ， 
容易 看 出 ，8& -算法 是 8-OR 算法 的 特例 . 事实 上 ， 在 
8 一 算法 中 , 对 每 一 个 jE 及 ,都 有 : 
míi4-3—3 


(ῷς dr) - 

alj) = - - t, 
BA, CA m+j> co Bj, tœ, ΕΜ. JE UEBHE RO 
S-OR 算法 的 定义 . 


用 与 定理 6.6 类 似 的 证 明 思 想 ， 也 可 得 到 S-OR 算法 的 
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误差 估计 
定理 6.8 在 定理 6.7 前 条 件 之 下 , FREY: 


lu*?—w*|;«O inf | |v—w*]i. (49 
vERCIDD 


其 中 07-0 1833 u" 和 宇都 无 关 前 常数 ， 
T S-OR 算法 中 引入 松弛 因子 oo， 便 成 为 SCOR 算法 : 
任 给 初始 猜测 v CHICO), 作 序 列 (ps. 
dio a {ol mfa ο Τζο) ,于 Qj νι τω, 


于 0-0, Eh 
uf uu ie 十 olu? — ui19), 
4 SE M, ὐ--1, 2, "νε, 
仿照 定理 6.7 的 证 明 思 想 , 也 可 得 到 S-COR 算法 的 收敛 
性 定理 : 
定理 6.9 在 定理 6.7 的 条 件 之 下 ， S-COR 算法 收敛 , 即 
Syn 序列 (ur? ys τ οὔ 3) [5] 8 (4) ΜΗ αἱ 
当 wE (1，2) 时 ， 称 之 为 区 域 分 裂 混 乱 超 松弛 法 . ir n 
圆 型 方程 时 , 一 般 采 用 超 松弛 因子 . 当 0-1 Bf, 它 就 是 SCR 
算法 ， 因 此 ， 本 章 的 所 有 收敛 性 定理 ， 都 可 看 作 和 定理 6.9 的 
To. 
作为 本 节 的 结束 , 我 们 举 一 个 颇具 特色 的 计算 实例 ， 
[2 d 
Au=0 于 只， 
[an dores 


ἐν 
"On 二 2 一 2(o2 一 人 PP) Fra, 


其 中 9 的 形状 见 图 6.7, Z's 是 以 原点 为 圆心 半径 等 于 工 的 圆 
上 从 点 (0, DAJA (0.8, 0.6) 的 一 段 弧 , Εν ΓΓΑ EQ ή 
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边界 ,n 是 Ts 的 外 法 线 方向 ， 问 题 的 精确 角 
u- Gay». 


根据 O HERRA SEU AULUS EERSTE 
HO, Ω, Q,CR LEE 6.7). iE T XR A 上 采用 有 限 元 法 离 
W EQ 与 0. 上 均 采 用 五 点 差分 格式 离散 ，@: 与 Qs 之 间 
ΒΒ ERE, Qs. 与 Qs 之 间 重 登 两 层 网 格 ，@a 上 采用 三 角 
单元 ， 取 线性 位 移 函 数 ， 三 角 单 元 最 大 边 长 为 0.15, 在 Q 与 
Qs 上 均 采 用 正方 形 网 格 ， 步 长 &=0.1， ΠΩ, 上 形成 3 
MREDEH, Q 上 形成 条 阶 线性 方程 组 , Qs 上 形成 35 阶 
线性 方程 组 ， 对 整个 系统 采用 S-OR 算法 求解 、 三 个 了 于 区 域 
上 均 采 用 松弛 法 求解 各 自 的 线 代数 方程 组 ， 内 迭代 次 数 取 为 
i， 用 WUPP-80 系 统 的 三 侣 处理 机 各 负责 松弛 一 个 子 区 域 ， 


JJ E23 sei 作为 汇合 控制 ， 对 于 初 值 ww 一 0, 计 


算 结 果 迅 速 收敛 . 
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由 于 离散 方法 与 子 区 域 的 大 小 不 同 ， 各 处 理 机 完成 一 次 
选 代 所 需要 的 时 间 不 会 相等 ， 计 算 过 程 中 显示 的 信息 表明 松 
弛 过 程 是 混乱 的 ， 三 台 处 理 机 同时 结束 时 ， 分 别 作 过 38, 40 
和 4lpGERA. 2: 6.3 列 出 了 本 算法 得 到 的 一 些 结 点 上 的 数 
值 与 相应 的 精确 解 w 可 供 比较 , 其 中 前 四 行 属于 OQ. ΠΩ, 
HEARD GAFAT Q: Q, 的 重合 部 分 . 


表 6.3 
i| gi Us Ws ul uit. 
1 0.30000 | 0.60000 | -—0.13507 —0.13800 | 0.00007 
2 0.40000 | 0.60000 | —0.10011 | -—0.10000 | 0.00011 
a 0.30000 | 0.50000 | --0.08005 —0.08000 | 0.00005 
4  . 0.40000 | 0.50000 | —0.04508 | -—0.04500 | 0.0000 
5 | 0.30000 | 0.20000 0.02497 0.02500 | 0.00003 
6 | 0.40000 0.20000 0.05996 0.06000 | 0.00004 
7 0.80000 . 0.10000 0.03998 0.04000 | 0.00003 
8 0.40000 | 0.10000 0.07497 0.07500 | 0.00003 


这 个 例子 虽然 很 简单 ， 却 体现 了 算法 对 于 处 理 复杂 区 或 
的 极 大 灵活 性 与 优越 性 . 

上 例 最 终 都 是 让 每 一 台 处 理 机 解 一 个 子 区 域 上 的 (有 限 
差分 或 有 限 元 ) 离 散 化 线 代 数 方程 组 , 这 本 质 上 就 是 广义 的 算 
EX. 

ἀκ ἡ BET XS RI S-OR 算法 的 一 些 特点 , 那 就 是 , 除了 
松弛 次 序 的 混乱 外 ， 在 各 个 子 区 域 上 还 可 以 分 别 采 取 不 同 的 
离散 方式 ， 既 可 采用 有 限 元 方法 也 可 采用 有 限 差分 方法 或 其 
他 方法 , 而 且 求解 离散 方程 组 也 可 以 各 自 采 用 不 同 的 方法 ; 有 
的 子 区 域 上 可 采用 直接 法 ， 有 的 子 区 域 上 可 采用 各 种 类 型 的 
近代 方法 (松弛 法 、 共 轿 斜 量 法 以 及 将 要 在 第 8 章 介绍 的 多 层 
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网 格 法 等 ). 这 种 离散 方式 与 离散 方程 解法 的 任意 性 , 是 区 域 
分 型 法 优 于 其 他 处 理 方 式 的 重要 一 点 .这 就 为 计算 工作 者 提 
供 了 根据 问题 的 特点 在 更 广 的 范围 选择 合适 的 离散 方式 与 解 
法 的 方便 ， 区 域 分 裂 法 保证 了 这 种 任意 选择 的 收敛 性 ， 事 实 
E 我 们 对 区 域 分 裂 法 收敛 性 的 证 明 , 未 对 离散 方式 与 离散 方 
程 的 解法 作 任何 限制 . 

最 后 , 我 们 再 作用 点 重要 注 记 ， 

一 、 对 线性 偏 微分 方程 而 言 ， 当 求解 区 域 分 裂 成 若干 个 
有 重 辣 部 分 的 子 区 域 所 相应 的 问题 集 离 散 化 后 ， 所 得 到 的 线 
性 代数 方程 组 就 对 应 着 原 问题 离散 化 得 到 的 线性 代数 方程 组 
的 一 种 广义 矩阵 分 裂 法 (如 果 离 散 化 方法 相同 的 话 )， 因 此 第 
5 章 介 绍 的 B- 算 法 就 是 一 种 特殊 区 域 分 裂 方式 (链条 式 的 分 
54) F Schwarz 型 算法 的 离散 化 形式 ， 但 Sohwarz 型 算法 的 
离散 化 形式 远 比 第 5 章 介 绍 的 矩阵 分 裂 法 复杂 . 

二 、 现 有 的 解 离散 化 后 椭圆 型 方程 的 各 种 氨 代 方 法 儿 平 
都 可 看 作 Sohwarz 型 算法 的 离散 化 形式 的 特例 , 包括 逐 块 松 
弛 法 、 红 黑 松 弛 法 、 交 替 方 疝 法 等 等 . 

Z, AFETE 五 4(@) 的 一 个 无 穷 维 子 空间 ， 所 以 
Schwarz 型 算法 本 质 上 不 同 于 Ritz- aspran W Bu τμ” 
法 . 

四 、 由 于 子 区 域 个 数 m 没 有 一 定 的 限制 ， 并 顾及 到 松弛 
顺序 的 混乱 性 ， 则 可 认为 区 域 分 发 的 方式 在 某 种 程度 上 是 可 
随 迭 代 次 数 而 变化 的 ， 对 Schwarz 型 算法 的 这 种 认识 在 研 
制 “ 自 适应 软件 ”时 有 极 大 的 好 处 . 

五 、 这 类 算法 既 适 用 于 串 行 计 算 机 ， 更 适用 于 并 行 多 处 
理 机 系统 .由 于 将 整个 求解 区 域 分 裂 成 了 和 m 个 带 有 重 琶 部 分 
的 子 区 域 , 求解 每 个 子 区 域 上 的 子 问题 可 对 应 一 个 进程 , 因而 
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S-OR 算法 是 m 个 并 发 进程 的 集合 ， 这 些 进 程 同 时 协同 地 工 
作 以 解 算 给 定 的 问题 , 进程 之 间 只 进行 少量 的 通讯 , 如 传送 拟 
边界 近似 值 和 误差 信息 ， 一 般 不 需要 彼此 等 待 ， 这 类 算法 符 
合 文献 [8] 、[53] ~ [56] 给 出 的 异步 并 行 算法 的 定义 ， 文献 
[681 不 仅 对 此 作 了 理论 的 阐述 ， 而 且 用 大 基 的 数值 实例 作 了 


第 7 童 


解 非 线性 问题 的 区 域 分 型 法 


本 章 ， 我 们 力图 把 前 一 章 的 区 域 分 裂 法 的 理论 与 算法 推 
广 到 求解 非 线 性 椭圆 型 微分 方程 ， 将 求解 一 类 弱 非 线性 和 完 
全 非 线 性 的 椭圆 边 值 问题 的 数值 方法 与 S 一 算法 结合 起 来 
构造 出 相应 的 几 种 计算 格式 . 


$1 解 一 类 弱 非 线 性 椭圆 边 值 间 题 的 
F-S 算法 与 N-S 算 法 


我 们 选择 具有 代表 性 的 一 类 弱 非 线性 齐 次 边 值 问题 来 讨 
论 ， 考 虑 问题 : 
{ Au—f(ms u) FQ, (1) 
u|r—0, (5) 
其 中 Oc Β" 为 一 有 界 区 域 , 它 的 边界 D 足够 光滑 ，4 为 二 阶 
线性 偏 微分 算 子 : 


d ὂ eu 
u- Ge βλ ες 
u ντ Ax ὅτι T B(2)u, 


4 D SUN, 函数 Aala), B(z)e Ο:(Ω), HHA) 
ΑΙΧΜΗ. LAM, ΗΛ ΤΕΟ(ΩΧ ΑΕ, R), HEEK A 
M 770, 1148 
|}, Z2] «M, VecO, ZER, (8) 
我 们 的 昌 芍 在 于 求 CD) (的 弱 解 (广义 解 ), 即 
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f= uc 五 5(Q), 使 得 (4) 
alu, v) - fi), v), VvE OF (Q), 
HRH OREN, ( 少 式 右 端 恒 有 意义 , 它 连同 关于 (1) ὦ) 
的 一 般 定理 一 起 还 指出 了 问题 (1D) ~(2) 的 弱 解 和 具有 Holder 
连续 的 一 阶 导 数 , 并 且 如 果 j 也 是 Holder 连续 的 , W u BUD] 
题 (D) ~ (DRERI. | 

进一步 假设 4 有 一 零 空间 Ν(Α), 它 由 函数 序列 φι(ο), 
Pale), στη POKR 又 设 了 还 满足 下 述 两 个 条 件 之 一 


E FG, 2 J Gs 0a is 


lal = ($1 > com, 
UT 


f? Φ, Xa) da 


在 上 述 诸 假设 之 下 , Ahmed 等 已 证 明 问 题 (1) (2) 至 少 
FE-PE, 
WF uc HO), 定义 
J5(u)- 3- a(u, u)— (f(u), u). 
由 的 假设 条 件 ,还 可 指出 Jalu) Εσ:(Β(Ω), R). 
记 
Jv) Lao, ο) - (f Qu), ο), 
JUR u A HS(Q) 中 的 一 确定 点 ， 
求解 问题 (和 一般 分 为 两 步 , 第 一 步 是 将 问题 线性 化 ， 通 
常 采用 的 是 Picard 方法 与 Newton 方法 . 
我 们 先 讨论 Picard 线性 化 方法 . 
对 于 问题 (4)，Picard 线性 方法 可 表述 如 下 
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任 给 初始 猜测 vo C HCO), FE P -EI Q3 
! SR uua € HECO), 使 得 
Gs v)— Cf (o, Wi), Ὁ) Voc H$(Q), 
$—0, 1, 2, =, 
APARTE Cf, εὐ, ο) 连续 ， 则 由 Lax-Milgram 定理 知 
(4) ZAR Ed HWE—, μι P-HXPHug FE PERS Wa 
得 问题 \4) 之 解 . 
对 于 每 一 固定 的 名 问题 (和) 已 成 为 线性 边 值 问 题 ， 即 第 
6 章 §1 中 的 问题 (3)， 它 等 价 于 问题 
R ua € Η (0), {848 
Joum) int Jao), e 


ve Hi 


(4) 


这 样 , 第 二 步 工 作 就 是 对 5 一 0,1，2,… 解 一 系列 线性 问 
题 (6) 亦 即 问题 (4)， EP SU Quo Ursi, WELAF BR 
(多 的 解 ， 因此 ， 将 Picard 算法 与 8 算法 联合 起 来 构成 的 
算法 , 可 用 来 求解 问题 (4 ,不 管 它 的 解 是 否 唯 一 . 

现在 叙述 Pioard-8 算法 ( 简 记 为 P-S ΒΑ). 

给 一 初始 猜测 woE HORER 1, 3110 wv? — us, 作 
P-S 序列 {fw}? 

1) w? = [o inf. Jo), Y QN, 


v= ,于 0-9; E, 


j=1, 3, =, m, 
uk tE mh LO Lom) 
t=1, 2, ---, I; 
2) U=, 
$—0, 1, 2, =., 


其 中 m 为 子 区域 个 数 , 1 为 对 每 一 固定 的 4 作 S-AR K 
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数 , RIALA, MPR ὁ HARRE. KARK, 7, 0 
K(i, j, D= {v| vE HQ), ας T I E. 
如 果 将 Picard FRS HA SEL T HERRAR E K A {6 
用 , 则 可 得 所 谓 Ὁ--Βω SEXE, 叙述 如 下 ， 
4— EUG S o € COREEA 1, 3115 us — us, E 
了 一 Su R70 035; 
1) 4P-(»| inf J(e), TOW, 
v=; ο, F Q-Q; E}, 
u, 0 — E TAA 
了 一 二 3, om, 
4 一 0 
l=i, 2, τν 1; 
2) αιμα ιά, 
$—0, 1, 2, »-., 
Newton 线性 化 方法 可 表述 如 下 ; 
首先 我 们 记 
Au— f(a, u) Ἔ Pu, 
TE CD 可 写成 算 子 方程 
Pu=0. (6) 
Hop P EXE HQGDBI B E. 
AP TBK qma msg -(Ql|iv-—ulsr) 上 
Frèchet ni X, Nifi (6) 的 Newton 方法 可 表述 为 : 
给 一 初始 猜测 uo C Sy, 作 N— Fr 5] iuo: 
P’ (u) (u41—94) = — Pu (0) 
$—0, 1, 2, '»», 


tu csn 此 时 (7) 有 意义 .事实 上 
P'(%) = A— file, ὦ) (8) 
是 Newton REER T. 
TUR CP'(u)) 7 XHEERIA GER] 9€ N — (0, 1，2,…} 都 存 
E WA CD) 可 解 , 即 可 以 由 它 产生 对 一 序列 {wj}?， 若 进一步 
假设 


ICP'G0)71«G, ως ναξϑ. 


si 
. 


| Pug| mn, 


h-G* Κη«δ, τ:»0η x) 


则 由 Mmeomegux 定理 9， 可 知 以 uo 为 初始 猜测 的 N 一 序列 
[udo 收敛 于 (6) 的 和 解 uE8,, 并 且 有 敛 速 估计 


ο“ 


现在 来 讨论 由 (7 (8) 所 得 到 的 线性 问题 集 : 
| Fan lui =S (2, wu) — fus w)w (9) 
Tog, 
uai] n0, (10) 
$—0, 1, 2, »'» 
ez AIRE (1) (2) 的 Newton 线性 化 的 结果 .， 记 算 子 
[Α--}ι(α, ww)] 相 应 的 双 线 性 形式 为 du, ο), Bn 
alu, ο) -a(u, v) — (}ι(άλω, ο). 
又 记 (fo v) (Ffu) —fi(u)u, v). 
为 了 保证 对 任意 的 4E 六 问题 (9) ~ (10) 的 弱 解 存在 且 唯 一 ， 
我 们 还 设 a (u, 0) 连续 且 一 致 椭圆 于 HA), (Fo AF 
是 五 142) 上 的 连续 线性 泛 本 . 
解 问题 (1) ~ (2) 的 Newton. 法 可 表述 如 下 : 
给 一 初始 猜测 uo E ΗΠ(Ω),4Ε N—FE51 (uo: 
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(Suse TACO) t 
a (uiis, 2)- Cf, o), WWE HA), 
$—0, 1, 2, »'', 


ig 75») - Ja (v, ο) -- fs 9). 
&& a (u, ο) cav, v), B (1) ARTE 


{ ξυμ Hi(0), 使 
hu) = inf Jg). (12) 


veHi() 
N. L. Sehryer??! 曾 用 带 松弛 因子 的 Newton 法 解 这 一 
类 问题 , 并 证 明了 当 fum, u)«0 时 ,他 的 线性 化 迭代 格式 具 
dj EK ΡΑΕ. 
于 算法 (11) 中 引入 松弛 因子 μι 使 之 成 为 IN iE. 
给 一 初始 猜测 uc H3O), JE Ν,-8 序列 {04}5: 
R u E H3(Q), fi 
a Qa, v) — (Fo 9), VvE Ηζ(Ω), (19) 
Ua m Uc Baa — μι) 
$—0, 1, 2, ，…, 
这 便 是 带 松 继 因子 的 Newton 法 . 其 中 上 的 选取 依赖 于 算 子 
4 与 函数 jw α) ΡΕΜΠ. 1838 Βομτγοτ 的 数值 试验 ， 若 
fa, 加 单调 上 升 ， 则 开始 几 步 取 μιε (0，1)( 即 低 松弛 )， 往 
后 就 过 渡 到 完全 松弛 (ju=1)， 王 列 衡 <““ 把 这 类 算法 推广 到 
解 更 一 般 的 非 线性 椭圆 边 值 问 题 . 
(18) 的 等 价 算法 是 
K WriE HECO), AE 
Joun) = inf Το(ο), 


vEHID) 


(11) 


(14) 


Up= Ut alna — 94) » 


$-—0, 1, 2, ser 
车 将 算法 (12) 与 8 一 算法 联合 使 用 , 即 以 
Ji (0) ---ᾱ ao (ο, 9) — fu ολα, 
J5,0)- 4C fi(u)v, Oort (Ful va, 

RE PS 算法 中 的 Το (ο), 18143 3) Newton-Sehwarz 算法 
(简称 N—S Ες). ΙΕΡΗ, ΜΉ ΒΕ: (14) 与 8 一 算法 联合 使 
用 , 就 构成 了 N,—S 算法 . 

给 一 初始 猜测 wc MORERA I, 并 记 us τρ, 作 
N 4—8 序列 fus: 

1) u= τοι NUM Jo), P QW, 

9-218672, 3: Q—Q, E}, 


j=1. 2, m, 
ulti ue qp om, 
---1, 3, …, T, 
Map ai σα). 
2) ua mui puta — αἱ), 


UL m s 
$—0. 1, 2, + 

其 中 

K (à, 1. h- {v1vE Η!(Ω), v=, F Γι E}. 
Np u=1 时 ,Ni --8 算法 就 是 N—S 算法 . 

有 些 非 线性 偏 微分 方程 的 问题 离散 化 后 产生 的 非 线 性 方 
程 组 也 可 应 用 上 述 算法 求解 . 作为 上 述 算法 的 特例 , 可 参看 
EWA., mE L. A. Hageman 与 工 . A. brosohing 等 人 的 
著作 [261. [21]. [25]. 
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$2 P-S-COR 算法 与 Nu-S-OOR 算法 


本 节 将 混乱 松弛 的 思想 引入 了 一 S 算 法 与 N。 一 8 算法 ， 
从 而 得 到 PP 一 S---0OR 算法 与 Wu 一 8 一 OOR 算法 . 

1. P-S- COR 算法 

给 定 初始 猜测 w(0) € AO) 及 正 整 数 工 fe P—8—O00R 
HMuG)S. MT. 

1) H uj (0) -u(0), YJE M={1, 2, 5 m}; 

2) =e] inf Jon ΤΩΙ μι, 


v€KG, j,(g)t) 
v — ul? (à) , F Ω- 0, E}, 
共 中 
TO 大 一 1 二 下 /天 一 二 3, =, n, CN — 11 2, =, n}, 
9€ M, Vj€ M, (gtm 均 是 服从 某 种 分 布 的 随机 变量 ). 
utti i Sul? ul (9) = l, ESEM, 


l=1, 2, ee, I; 
3) ulit 1) =w (2), ὑ--0, 1, 2, «^, 
其 中 ΚΩ, j, gyt) ^ (v|v— Hi, 


υ — ul + (ult (ὁ) — ur (YT I" E}, 
上 式 中 随机 变量 8E [0, $). 

为 了 保证 上 述 算 法 构成 混乱 松弛 法 ， 我 们 必须 对 出 现在 
算法 中 的 m8 等 整数 作 些 规定 . 

ΗΡΙ ΠΕΜ, 上 述 算法 均 有 意义 ， 实 际 上 , 它 定 
ΝΤ m 个 进程 Pj( 3—1, 2, m) 的 集合 ， 这 mw 个 进程 可 以 
同时 地 协作 地 在 某 计 算 机 系统 上 运行 。 分 数 上 标 1j)% 用 来 
撒 述 内 松弛 过 程 ，% 记 内 松弛 次 数 . 由 于 区 域 分 裂 的 方式 及 
分 裂 后 各 子 问题 处 理 的 方法 各 不 相同 等 原因 ， 各 进程 的 算法 
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复杂 性 也 不 同 ,因而 各 进程 执行 的 松弛 速度 也 不 同 ， 设 进程 
P, 每 秒 钟 进行 内 松弛 前 次 数 为 f). S 定义 如 下 ， 


f, min [;, 
lejem 


Bi δ 个 进程 Ρ. ΜΕΛΑ ΔΕΙΤΕ, du 
n= [ffs]. 
符号 e] XRXECAKG e HEA du 


n= maX ση, 
1«jem 


S 5j wu üE REA UU i ΠΑΕ. EAT 5 ΝΕ T BR 
组 成 世人 (信和 的 方式 . 
若 据 一 f2 一 … 一 fm RNA n=l, W m PARR., 
i1 计算 由 235 的 时 ， 我 们 总 是 假定 G OERA 
ITE RE 1(}) ὁ 可 能 小 于 79Dt κ | 
i2 9 的 一 个 合理 选择 是 , 在 注 1 条 件 下 选取 最 新 计算 
的 那个 解 为 拟 边界 值 . 程序 中 可 以 这 样 来 实现 ， 当 计算 好 
uj?* (3) Ze Jg, MECE Γι 处 的 值 传送 给 οι 作为 它 的 拟 边 
FÉ wu ri CHR Tic 99, EBERT DL ERU AE VEN TELE 与 最 好 
的 敛 速 . 
注 8 正 整数 了 为 控制 内 送 代 次 数 的 参数 ， 它 决定 着 收 
敛 性 抽样 检验 的 频率 ; 亦 即 构成 {ul 办 }? 的 方式 . 工 也 可 取 为 
ARRA ὁ ΠΕΙ, PART, 迭代 初期 可 到了 工 与 4 成 正比 , 当 
ὁ 较 大 (例如 055-10) ZAREE 1. 
注 4 必 是 与 己 之 间 的 相对 算法 复杂 性 有 关 的 .最 合理 
的 分 配 计 算 任 务 的 方案 是 全 m 个 进程 的 算法 复杂 性 大 致 相 
等 , BIS nne. 
注 5 MERIT o 的 选取 要 由 vb Ὁ 的 性 质 来 决定 ， 通 
常 取 cE (1, 2), BASÉ, 
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3. N,-8-COR 算法 

给 定 初始 猜测 w(0) € HO 及 正 整 数 工 JE N,-8-00R 
REF lu (9) o 如 下 : 

1) Βα u$ (0) —u(0), YEM; 


2) WO) c (| 


a inf Jaw), F Q; 内 ， 
CERU, j DD 


v= (i, F Q— Q, E, 
(3)k—l-k/n, k=1, 2, -, n, 
nC Ν, ος M, 
u'*1 (9) — ui 9 (9), ui (8) - uw), ᾿ 
i—1,2, εν, I, SC M; 
3) u +1) =u) +u (ὁ) -«(8)), 
4-0, 1, 9, »».. 
注 1 其 中 某 些 符号 的 意义 与 P-S-COR 算法 中 相同 符 
号 的 意义 相同 . 
注 2 关于 P-S-COR 算法 的 所 有 附注 在 此 照样 适用 . 
注 3 外 松弛 因子 的 选取 是 与 算 子 了 的 性 质 有 关 ， 当 
f(x. x) XT u(YVac Q)E HORT ERU, 通常 取 SL, BI 
取 低 松弛 . 
我 们 在 具有 四 台 处 理 机 (四 个 并 行进 程 ) 的 WUPP-80 系 
统 上 ,用 上 述 两 个 算法 对 弱 非 线性 椭圆 边 值 问题 
[o ww) 于 0 内， (15) 
u|r=p, - (16) 
进行 了 大 量 的 模拟 试验 , 其 中 包括 ; 
1? Au 一 2*( 气 体 动力 学 ); 
25 due" — ACER P138); 
3? Δι” (465E9 Os 
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4^ Au=u/ utk) >>0 为 常数 ( 酶 的 扩散 ); 
, 8? duet (辐射 冷却 ); 
”ushu( 物 理化 学 燃料 电池 ); 
T? 一 一 入 Sinu( 摆 动 的 推广 形式 ); 
8? du= —A31— 8—u)e" DA mB 为 参数 (Arrhenius 
动力 反应 扩散 系统 ) . 
它们 将 有 各 种 不 同 的 边界 条 件 ， 有 的 问题 十 分 典型 而 且 
相当 复杂 (例如 85), 有 的 还 是 分 歧 问 题 ( 例 如 7°.8°). 
关于 这 些 例 子 的 数值 试验 情况 , ΣΑΙ]. [17] ~ [19] 作 
了 详细 的 总 结 ， 下 面 仅 选 出 用 P-8-0OBR 算法 与 N,-S-OOR 
算法 计算 例 8’ 的 情况 来 叙述 ， 对 问题 
(t Το GT) 
uln-9 (18) 
的 数值 试验 设计 如 下 : 
Ὁ KR Q— (Go, 9) 0-0, y<2} 
2) 取 步 长 40ς- Ay -h-2/13, 用 五 点 差分 算 子 


PAS 
As πίθος 9 -6]/» 


D 


将 方程 (17) 高 散 成 
its =u 3. 
3) 3€ OQ 4 5 ΠΠ 4 ἘλΗ ERE REP EIR: 
D= ((z, y) |O«z«Th. 6h«y«2), 
Qs={(%, y) |0«x», y«'Ih], 
B= {(o y) |6h«a, ψ--3}, 
Ώ,--{(α, y) lekas, «ης Τη}, 


4) 以 se=10 环 控制 前 后 两 次 迭代 误差. 

此 例 着 重 试验 不 同 的 边界 条 件 和 不 同 的 初始 猜测 与 算法 
的 收敛 性 之 间 的 关系 ， 试 验 铺 果 分 别 叙述 如 下 : 

I. 用 P-S-COR 算法 计算 了 90 5]. — 子 问 题 用 逐 线 完全 
松弛 法 , 边界 松弛 因子 o— 1.35. KAARE, 问题 是 局 部 
收敛 的 , 在 其 收敛 范围 内 , 总 得 到 问题 的 同一 解 ， 试 验 的 一 些 
结果 见 表 7.1. . | 

W ulr=—2, —8, 20, 50 1, P-S-COR 算法 不 收敛 , 1Β 
据 文 献 [58], n| p - —2, -3 时间 题 的 解 可 能 不 存在 而 当 
μ]τ--20, 60 时 ， 根 据 文献 [57]; 问题 理应 有 唯一 解 ， 此 时 出 
现 不 收敛 现象 估计 是 算法 失效 所 致 ， 当 ul n 12 βῆ, 算法 收 
SURE. 

II. 采用 N-S-OOR 算法 , 我 们 计算 了 49 例 ， 解 子 问题 
用 逐 线 松弛 法 或 交 蔡 方向 法 . 结果 支 盟 当 μ| pez 二 工时 问题 
的 解 存在 ， 而 且 算法 是 大 范围 收敛 的 ( 见 表 了 .3 δ΄ ulrs 
—1.2 时 算法 误差 波动 , πι θε ΒΕ ΠΒ. 

ΜΗ N,-S-COR 算法 时 ， 结 果 玫 明 ， 在 固定 拟 边 界 松弛 
因子 四 =1.4 的 条 件 下 ,以 取 4= 工 .4 为 好 αμ. ή 
法 收敛 很 慢 , 而 当 w=3.1 时 则 不 收敛 . 

III. A P-S-OOR 算法 与 Nu-S-OOR 算法 的 收敛 速度 
来 比较 , N-S-OOR 算法 的 收敛 速度 比 P-S-0OR 算法 的 收敛 
速度 要 快 , 以 两 者 的 收敛 范围 来 看 , Ns-S-COR 算法 具有 更 大 
范围 的 收敛 性 . ox PEE TRE, N-8-0OR 算 法 比 P-S-COR 
算法 优越 ( 见 表 7.3). ' 

P-S-OOR fik 5; N,-S-COR 算法 还 可 用 于 解 非 线性 M 
微分 方程 组 和 分 此 问题 .文献 [69] 给 出 了 用 上 述 算法 解 定常 
与 非 定常 的 二 维 Navier-Stokes 方程 和 分 歧 问 题 的 数值 试验 
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ulr 1 -1 etytD stl" 
μ p 5 —Bsu^«x6 | --ὄστω KG 
TER [u7 | <ua] Seon <10 στα S vus 


R T2 


20 100 


收敛 范围 —100«4*«23100 | OKu’ «110 


N-8-COR ΙΔ: 
P-8-COR 迭代 次 数 


第 8 音 
Schwarz 型 多 层 网 格 法 


近年 来 发 展 起 来 的 多 层 网 格 法 (Multigrid Method) 3| 16 
了 人 们 极 大 的 关注 ， 大 量 的 数值 实验 证 明 ， 多 层 网 格 法 对 于 
广泛 的 科学 计算 问题 是 非常 有 效 的 ， 而 且 其 计算 工作 量 与 未 
知 量 的 个 数 成 正比 , 这 是 现 有 计算 工作 量 最 少 的 算法 (最 优 算 
法 ) 之 一 . 

多 层 网 格 法 的 出 现 可 追 朔 到 1962 年 ， 当 时 苏联 学 者 
Φαπορεπκο 提出 了 多 层 网 格 的 基本 思想 并 讨论 了 规则 区域 上 
解 Poisson 方程 的 多 层 网 格 法 的 收敛 性 "73" 1966 年 
BaxBaxoB 提出 了 多 层 网 格 法 与 大 迭代 法 相 结 合 的 思想 ， 并 将 
收 伍 性 证 明 推 广 到 规则 区 域 上 的 一 般 变 系 数 二 阶 椭 圆 型 方 
iU 尽管 Dexopenko 和 baxsazon 在 原则 .上 已 证 明了 多 层 
网 格 算法 的 渐 近 最 优 性 质 ， 但 当时 并 没有 引起 人 们 足够 的 重 
视 ， 直 到 1970 4E, 才 被 Brandt 认识 到 多 层 网 格 法 的 真正 价 
值 ， 他 对 此 方法 作 了 系统 研究 ， 提 出 了 非 线 性 多 层 网 格 法 
(FAS 格式 )、 自 适应 技巧 (MLAT) .局 部 网 格 稀 朴 化 、 套 迭代 
思想 的 系统 应 用 (ΜΕ) 以 及 局 部 Fonrier 分 析 工 具 在 方法 
优化 上 的 应 用 等 sa Nicolaidey 系统 地 讨论 了 有 限 元 离散 的 
AI ANO. Haekbuseh 建立 了 一 般 收 敛 性 理论 99. 
1977 年 以 后 ， 多 层 网 格 方法 得 到 了 突飞猛进 的 发 展 ， 到 目前 
已 发 展 到 了 有 限 元 、 非 线性 边 值 问题 .特征 值 问题 .分 此 问题 、 
抛物 型 问题 及 其 他 非 椭 圆 性 问题 、 发 展 方程 和 积分 方程 等 众 
多 领域 . 
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近年 来 ， 人 们 在 探讨 如 何 将 多 层 网 格 法 与 其 他 数值 和 数 
学 基本 原理 相 结合 , 以 拓 广 多 层 网 格 法 的 应 用 范围 ， 同 时 ,为 
了 能 在 并 行 计算 机 上 有 效 地 使 用 多 层 网 格 法 ， 也 开始 探讨 如 
何 将 多 层 网 格 法 并 行 化 8 50， 在 本 章 , 我 们 将 8- 算法 与 
多 层 网 格 法 结合 起 来 ， 构 造 了 一 类 Sehwazz 型 的 多 层 网 格 
法 。 

为 了 构造 Sehwarz 型 的 多 层 网 格 法 ， 我 们 用 了 较 大 篇 幅 
来 介绍 多 层 网 格 法 的 基本 思想 和 基本 算法 ， 但 仅 限于 这 样 一 
类 问题 ， 基 于 差分 法 离散 方式 , 具有 Dirichlet 边界 条 件 的 二 
阶 椭圆 型 微分 方程 ，。 有 兴趣 钻研 的 读者 可 参考 后 面 所 列 的 有 
关 人 参考 文献 ， 


$1 两 层 网 格 法 
考虑 Dirichlet 问题 ， 
人 全 内 ， (4) 
u|r-9(2), (2) 
其 中 加 为 一 矩形 区 域 , EUT 为 边界 , 4 是 人 上 的 二 阶 
线性 椭圆 微分 算 子 . 
采用 差分 格式 将 它 离散 , 记 其 离散 形式 为 
| Ανν Ων 内 ， (3) 
Us| r, = Ph. (4) 


我 们 称 离散 解 vs 是 定义 在 aN Dy 上 的 网 格 函数 , 称 Αν 
是 网 格 算 子 , 即 网 格 函 数 空间 之 间 的 映射 
Ay G(Q,) 5 G(Qy), 

其 中 GO 为 人 上 网 格 函数 的 线性 空间 ， 若 设 Ων 由 相 

应 网 的 未 知 网 格 值 前 六 个 网 格 点 组 成 , 则 GOCO) 是 Ν 维 的 ， 
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h GER CACHE (多 合并 到 方程 (3) 中 去 ， 这 
TQ) - (和 可 合 记 为 
Ast = f». (8) 

显然 , Αν GCO,1 G (O4) 仍 是 一 个 线性 网 格 算 子 ,， (5) E 
Τμ... HA FE. 需要 指出 的 是 ， 这 种 合 
并 的 处 理 方式 除了 对 和 茂 们 所 讨论 的 这 一 特殊 问题 合理 外 ， 主 
GST OLI 一 般 地 ， 在 多 层 网 格 法 中 对 微分 方程 和 
边界 条 件 应 作 分 别处 理 . 

多 层 网 格 法 的 思想 和 算法 包括 两 个 主要 的 过 程 ， 密 网 松 
弛 (或 者 称 为 光滑 ) 和 粗 网 校正 . 而 粗 网 校正 过 程 的 基本 思想 
利 算法 起 源 于 我 们 下 面 所 要 叙述 的 所 谓 亏 损 方 程 (defeotive 
equation) Ae H.iB 3f. 

4 uj d (D) ΙΑ ἀν 的 一 个 初始 近似 , 那么 


Vi-wu—a, (6) 
则 表示 鹃 的 误差 (或 者 说 是 骨 的 校正 ). 用 | 
di = fa— Αμ 《7) 
ER uk WRR (RAAE ui IR RE). 
剩余 方程 
ΑΡ — di ” (8) 
与 原 方程 (5) 等 价 , 而且 我 们 有 
uy ub +V}. (9) 


如 果 对 (8) 人 攻 一 个 合理 的 逼近 , 求 出 它 的 一 个 近似 解 P1, 
可 给 出 (5) 的 一 个 新 前 近似 解 
uj? uf 4-1. i (10) 
不 难看 出 ，(6) ~ (10) 的 反复 应 用 描述 了 一 个 迭代 过 程 ， 
它 刻 划 出 了 某 些 经 典 迭 代 方法 (例如 Jacobi 和 Gauss-Seidel 
方法 ) 的 基本 框架 ， 众 所 周知 ，Jacobi 方法 是 以 .4; BAE 
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阵 替 换 A, 来 通 近 (8); Gauss-Seidel 方法 则 是 以 Αν 的 下 三 角 
矩阵 替换 A, ΕΕ (8). 作为 一 种 迭代 方法 ,多 层 网 格 法 的 
粗 网 校正 过 程 除了 遵循 上 述 基 本 框架 外 , 在 逼近 (8) 的 方式 上 
作 了 一 个 完全 不 同 的 选择 : 用 一 个 比 Q, 较 粗 的 网 格 Qu 1:5] 
相应 网 格 算 子 Απ 来 通 近 4x， 这 就 意味 着 剩余 方程 (8) UT 
程 
Απ) f — di, (1) 
所 替换 , 其 中 Η 21, 
Αμ. G(Qy)  G(Oj), dimG (Q4) «dimG(Q,), 
H Απ FE Απ 按照 Αλ 在 人 2, 上 的 构造 方式 在 Qn LWE. 
BWE Ar 可 以 是 在 某 种 意义 下 任何 合理 地 允 近 Αλ 的 差分 
算 子 .其 中 常用 的 一 种 台 近 方式 是 Galerkin 3B 3; 
ἐμ-- l Anih. (12) 
其 中 Ι ἘΜ Θ(Ων -»Θ(Ωπ) {136 8. Ἐ Ἔ, Β ΙΕ 
di M. Q, EE {ΙΙ (restriet) 到 Or E; ἀμ Irdi Ihm X 
G (Qu) GO) RRT, Β Ty 18 Pt A Ou Ed CAE 
41) (intepolate or prolongate) 8] Ω, 上 . P1 111. 
MXpH —2h d], 最 常用 的 限制 算 子 是 完全 加 权 算 子 ， EO 
用 的 插值 算 子 是 双 线 性 插值 算 子 ， 我 们 给 出 它们 的 具体 形式 
如 下 : 


1 
1 | 

2 ; RPA HEME) 

i JH 

AT 与 及 有 时 是 和 ww 的 函数 , 但 在 本 节 中 我 们 都 
— 918 — 


1 2 :| 
E 4 2 | GER9 点 加 权 平均 ) 
2 
2 
4 
2 


假定 它们 与 丸和 2 无关, 并 且 满 足 
I3 —O(I5X)7, 07-0, (13) 
综 上 所 述 , 粗 网 校正 的 一 次 迭代 步 (从 地 计算 出 她 的 
过 程 可 归纳 如 下 ， 


计算 剩余 ; di = f,— Au; 

Fi ds] 3] c CEPI RJ BEA). di Didi; 

在 Qu 上 精确 求解 ， AP hedh (14) 
MEREKARA) Pi Iah ts 

计算 新 的 近似 ; uit -uj fi, 


下 图 表示 了 这 个 过 程 的 结构 : 
ο ο Piouft-uw x) 
1 Ij 
dí, Anf f — di, 
8.1 

上 述 过 程 就 称 为 多 层 网 格 法 的 粗 网 校正 过 程 (doarse- 
grid correotion )， 不 难看 出 ， 这 一 过 程 的 迭代 算 子 是 
I,— Τη Az Ig Αν, RIP Γι RC I RR rA B 

RER, MERRET αἱ Ἠ 8Η! 羽生 比 对 方程 (8) 
FESTER αἰ 计算 出 ὦν 的 一 个 好 的 近似 的 计算 量 要 少 得 
多 .遗憾 的 是 ， 粗 网 校正 过 程 的 收敛 性 质 很 不 理想 一 般 来 
说 , 迭代 算 子 的 谱 半 径 pCDh 一 Th ΑΠ IT Αν) 551535, 

这 一 事实 说 明 方 程 (11) 对 方程 \9) 不 是 一 个 合理 的 逼近 . 
特别 地 , 通过 Fourier 分 析 , 可 以 知道 ， 粗 网 校正 过 程 不 能 压 
缩 那 些 在 粗 网 上 表示 不 出 来 的 误差 前 高 频 分 量 〈 但 是 可 以 迅 
速 地 压缩 它 的 低频 分 量 ). 

另 一 方面 ， 合 适 的 松弛 方法 (比如 带 松弛 因子 的 迭代 方 
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法 ), 其 光滑 因子 一 般 都 很 小 , 只 须 作 工 ~2 ΚΡΑΜΑ, 
“ 磨 光 ”误差 的 高 频 分 量 ， 但 众所周知 ; 一 般 松 缆 法 的 收敛 因 
- B6 0 而 趋 于 1, 它 对 压缩 误差 的 低频 分 量 收效 甚 微 ， 

这 就 狠 胡 和 自然 地 想到 把 密 网 松弛 过 程 与 粗 网 校正 过 程 
结合 起 来 即 在 密 网 上 松弛 ,“ 磨 光 " 高 频 分 量 , 在 粗 网 上 校正 ， 
压缩 低频 分 量 ， 这 种 结合 就 构成 了 多 层 网 格 法 ， 也 正 是 这 种 
结合 ,导致 了 洛 晨 网 格 法 的 -无 关 收 敛 性 ， 从 而 使 多 导 网 格 
法 成 为 一 个 浙 近 最 优 算法 

这 种 结合 的 一 个 最 简单 情形 , 就 是 两 层 网 格 ( 五 ) 方 法 ， 
即 只 用 到 一 层 粗 网 格 (Qn) 的 粗 网 校正 过 程 与 密 网 (Ων) ΜΜΕ 
结合 起 来 的 情形 . 下 面 列 出 两 层 FIERI — ip E FGRER uL 


ujt*, 


(0 光滑 部 分 工 . 
XI ul f£ v. (0) OBERE 


= RELAX^(w, Αν, fà); 

D ABRERA: — (15 
计算 剩余 量 7 0O di-A-Awh] 
ΕΗ Ac GERD AMA) =I (DU 
在 Qs 上 精确 求解 Aa h= di; 
插值 校正 量 ( 粗 网 到 密 网 的 变换 ) PETAT. 
计算 Ων 上 的 校正 近似 up? - ud A, 

(3) 光滑 部 分 ΤΙ, BED 


Xu" KEEN κ 
uf?! = RELAX", Am fi) 


其 中 νι T 134—770, uj = RELA X”: (uf, Αλ, fa "— 
αἱ 118, XE JI Ανω fa TE vs OG TR ΟΝ 38) 383] uf 
一 315 — 


uj! - RELAX"(u[*!, Αν fn) 亦 有 类 似 的 意义 . 
上 述 过 程 (1 四 还 可 用 一 个 简单 的 图 形 哉 示 出 来 
uf ut. —dií-f,—A4u Viu ->*t 
红 次 松弛 | 1 n 3 次 松弛 
di >A α--ᾶς 
8.2 
从 上 面 的 描述 , 立刻 可 得 (2 HD) ΤΗ E RU ΗΝ FA B 
ΜΗ —S8p-IBAZISAQSD, (16) 
其 中 Sa ERMAR IEGEIUBEE, In 表示 相应 的 单位 
AB PE, 
ik 关于 光滑 化 方法 的 选择 , 目前 已 积累 了 很 多 经 验 , Πε 
了 通常 的 Jacobi, GS, SOR 迭代 等 方法 经 常 被 选择 作为 光滑 
化 方法 外 , 原则 上 , 任何 具有 较 好 的 光滑 性 和 较 少 工作 量 的 和 迭 
RERET TIE ei RB( 红 - 黑 ) 松 弛 方法 .ZEBRA 松弛 方 
法 、 交 者 ZEBRA 松弛 方法 ， 以 及 各 种 形式 的 不 完全 工 U- 分 
解 方法 等 等 1. 
当然 , 在 同一 两 层 网 格 迭 代 的 进程 中 , 对 于 不 同 的 光滑 步 
还 可 选用 不 同 的 光滑 化 方法 ， 


$2 多 层 网 格 法 MG Multigrid) 


为 了 引进 多 层 网 格 法 的 基本 思想 ， 在 上 节 我 们 先 介 绍 了 
两 层 网 格 法 . 然而 通常 在 实际 中 并 不 用 它 , 它 的 全 部 意义 是 
作为 多 层 网 格 法 的 理论 基础 和 基本 原型 。 在 本 节 , 我 们 就 以 
它 为 基础 来 介绍 多 层 网 格 法 . 

我 们 已 经 看 到 , 在 (% 五 ) 两 层 网 格 法 中 ， 仅 仅 是 在 原 网 
CERRO, 上 作 了 一 次 稀 琢 化 而 得 下 一 层 较 粗 网 格 Qu, 然 
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后 在 Qu 上 精确 求解 方程 (11) 
Anf — di. ^ 

多 展 网 格 法 正 是 在 这 点 上 拓 广 了 两 层 网 格 法 ， 即 不 精确 
求解 (11), 而 是 对 Οκ 再 进行 稀 琉 化 ， 比如 对 Os 进行 标准 稀 
焉 化 而 得 到 更 粗 网 格 Ωι(Κ -2Η), URF, ΠΠ 
县 网 格 法 的 方式 ， 对 (11) 实 行 ( 且 ,KK) WR SURE I, 不 过 ， 
对 (11) 的 迭代 求解 必 有 贫 以 0 为 新 始 值 . 这 样 就 构成 了 一 个 (7， 
H, K) 三 层 网 格 法 ， 若 (Η, K) 两 层 网 格 法 有 较 好 的 收敛 
性 , 则 只 需 很 少 的 迭代 步 ， 比 如 说 了 次 ， 便 可 得 到 (11) 一 个 足 
够 好 的 逼近 ， 反复 地 运用 这 种 思想 ,就 可 构成 四 层 、 五 层 、… 
…?+ 工 层 网 格 法 . 

通过 下 面 的 一 些 简单 图 形 ， 我 们 可 以 更 清楚 多 层 网 格 法 
的 结构 ， 为 此 , 先 引进 四 个 记号 和 一 个 参数 ， 
表示 光滑 步 ; 


一 一 表示 密 网 到 粗 网 的 变换 ; 
一 一 表示 粗 网 到 密 网 的 变换 ; 
7 一 一 表示 循环 类 型 的 参数 ( 正 整 数 )， 
当 7 了 一 上 时 , 称 为 了 一 循环 ; 
当 7 一 2 时 , 称 为 WME. 


两 层 网 格 法 : 


ZENK: 
— 7 — 


V ΤῊ AA 
r=! r=2 T-) 


上 图 分 别 表示 在 第 二 层 作 7~1,2, 3 KARMAR. 
四 层 网 格 法 : 


V Ww 


上 图 分 别 表 示 在 第 三 层 作 7 一 1, 2 次 三 层 网 格 迭 代 ， 
多 层 网 格 法 的 网 格 步 长 可 用 一 步 长 序列 来 表示 
{hs} k=0, 1, 3, =, --1. ἃ, 
HH ἆ Ἐπ“ πι, 13 ΜΜΕ ΥΣ, 也 好 网 格 的 总 层 数 ， 
相应 的 轧 表 示 最 密 层 的 网 格 步 长 , 且 一 般 地 有 
hi hae CR, 
如 果 总 成 立 | 
hy 2hys k=0, 1, 2，…，1 一 也 (11) 
ροκ Ἠ Ας 73 S ΡΝΑΕΛΥΒΕΛΕ (ΝΕ 8.8). 
注 ”关于 稀 朴 方式 还 有 如 下 的 类 型 
车 网 格 尺寸 有 在 一 个 方向 上 放大 两 倍 ,. 即 H = (20. hy) 
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| 8 
BONN 
HH 
ΨΦΦσωψι 
LÀ 
[| esa 
quad. 
标准 稀 蕊 化 ΑΤΕΙ: &- REGE 
FOIR Or IURI UR, ORIXEN A BUR AGERE On 上 的 网 格 点 
图 8.3 


R H= (hn，2h)， 我 们 称 这 种 镑 玖 方式 为 半 稀 醇化 《 见 图 
8.3). 

若 较 粗 网 格 点 以 跳 模 模 盘 的 方式 分 布 在 密 网 格 上 ， 我 们 
称 这 种 稀 朴 方式 为 红 - 黑 稀 琉 化 ( 见 图 8.3). 

”相应 的 网 格 、 网 格 函 数 、 网 格 函 数 空间 、 .网 格 算 子 及 两 个 
变换 算 子 都 可 分 别 用 序列 来 表示 ， 

{ iu, OCR F {41}. {EE ue, 
现在 我 们 可 以 来 措 述 多 技 网 格 法 的 算法 了 . 
XT BIER 1251, 我 们 描述 求解 (1) ~ (2) 的 离散 广 


i 


B IM 
Amm AE , 8) 
的 多 层 网 格 法 ， 几 十 ma 一 (> 0) 及 参数 r 假设 出 定 . 
AXE ΗΑΕ υἱ, 计算 新 的 近似 αἱ’ 的 一 步 多 层 
网 格 (GZ 十 了 一 一 层 网 格 ) 循 环 如 下 : 
”车 1=1 就 是 本 章 81 节 所 述 两 层 网 格 法 情形 ， 此 时 Ων 
ο Qr =Q, 
gii 
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(D) 光滑 部 分 工 
XP uf JE C0) VOLES 

ul -RELAX^"(u, An fù. 
粗 网 校正 部 分 
计算 剩余 量 di =fı— Au; 
限制 剩余 量 ( 密 网 到 下 一 层 较 粗 网 的 变换 ) 

d= 1-14}, 
以 0 为 初始 值 , (ΦΟΝ ISTE 
迭代 (使 用 Qi-1， Qr «y Ro 及 相应 的 网 格 算 
F), E Q ERA REAL AP La dL ME 
πα. (19) 
播 值 校正 量 ( 较 粗 网 到 密 网 的 变换 ) 
Vi —ILVL su σα 

计算 Ω, 上 的 校正 近似 
光滑 部 分 TT, 
对 uf?! 作 mm( 关 0) 次 光滑 行 

uj*! - RELAX»(uf*!, A, f), 


(2 


κ» 


ήν 
e 
— 


Zio AHERMAA ERE ΜΥ“, ja (εν E) 
WE BRERA MIS. ΜΙ MIO 白 下 式 递归 定义 

MI =S BATRA S, 

Miti Saa Ik p (MESO Ap T Aa) SY 

= MZSSTSnlbOMPSYUASILGAQáa8va, (20) 
k=1, 2, =, --1. 

注 ”由 (19) 的 进程 可 以 看 出 ，(? 十 1)- 层 网 格 法 是 在 完 
成 了 光滑 步 工 和 把 Qu 上 的 剩余 量 di 限制 到 Qu. 上 去 以后， 
ELO 为 初始 值 ， 在 Q-: 上 用 了 步 1- 层 网 格 法 迭代 录 . 解 的 ， 
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也 就 是 对 剩余 方程 4 Lid, μι Pe -ooieti 用 
迭代 公式 PG = MES g 近似 求解 的 。 不 难 推出 , 此 选 
RARES y 3X pU P102 可 表示 为 
Vie = (αν ι-- (Af NATA df... 

这 就 意味 着 ， 在 (1 一 两 层 网 格 法 的 这 代 算 于 MP- 
δε (1ι-- ILLAZAITLA)SP 中 , 若 将 在 Qa 上 精确 求解 了 1 的 
算 子 Ais 换 成 迭代 求解 PIER E da (MDA, πι 
所 得 结果 

Sr (Ti— 1a a (MES ") AHVUIEPIAOSPD 
= MIS SPILL OS) ATTI AD, 

即 为 (1 十 二 - 层 网 格 法 的 迭代 算 子 ， 车 将 7 换 成 十 1 则 得 公 
式 (20). 

(19) 所 投 述 的 计算 过 程 可 用 下 面 的 程序 框图 来 描述 ， 

如 果 将 多 层 网 格 法 与 套 迭 代 (nested iteration ) 技 巧 结合 
起 来 , 就 构成 所 请 FMG(full multigrid) 方 法 . FMG 方法 不 
但 可 以 提高 多 层 网 格 法 的 效率 , 仍然 保持 渐 近 最 优 的 性 质 , 而 
且 还 具备 自 适应 的 性 能 . 

套 和 迭代 技巧 是 一 个 人 们 熟知 的 数值 方法 ， 它 早 就 成 功 地 
被 用 于 许多 迭代 方法 (如 SOR 方法 等 ) 之 中 ， 它 的 基本 思想 
是 : 在 最 粗 网 格 Co 上 精确 求解 方程 

Aouo= fo 于 Qo E, 

以 便 为 2, KEARE vd, HEAR Z5 ie- 
起 | 的 记 层 网 格 检验 以 控制 网 格 加 馈 到 适当 的 层 ， 从 而 避免 事 
先 确 定 密 网 格 层 可 能 造成 的 计算 量 的 浪费 ， 因此 FMG 方法 
与 MG 方法 一 个 重要 的 区 别 是 ，MG 方法 是 先 确定 密 网 客 ' 层 
ΔΑ, πὶ FM JHRRUGHUERIE RR IRIURE E 
nd. 


— Θ 一 


aid. wj 


CUk):=0 «κο D 
k:-uV, := dp inf 


di-ri =I de- A V; 
k-k-l 


ιν Via tI V, 
emI 


Aru= fi F Q: Ł (1—0, 1,2, e) 
是 微分 方程 (1) ~ (2) 的 一 个 离散 方程 序列 ， 对 任意 1>1, 记 
号 


MGI'CG, l Arn f): O (0) G(Q) 


(21) 


才 示 一 个 由 求解 (21) 的 7 个 适当 的 多 层 网 烙 失 代步 组 成 的 程 
序 ( 于 网 格 Qo, Ωι, 1...” 0, 上 ， 参看 图 8.4). 


k:=0 
To:dow =f DUM. 


aua m f, ÉERSFMGW 


图 8.5 


XFP—AES BEN I, h-—h. 最 后 的 了 MG 近似 解 记 为 
G, 参数 7 固定 为 1 或 者 2. 
FMG 方法 可 以 由 一 个 程序 框图 表示 (图 8.5). 
注 控制 部 分 从 一 18?> 可 以 用 < 如 一 好 <s?> 来 代替 .其 
中 8 为 求解 的 允许 误差 . 
其 中 INT(*, 5):G (0,3) ^5 G (QV) 
SORA 1-1 RJ d ELSE RE, 一般 地 都 假设 INT 为 形 如 
INT(u,a, 5) = Iit: W. (22) 
的 仿 射 算 子 , 其 中 l 
THe-1:G (Qr) > G (Qr) 
Jy —HUESCT WEG (O) AEAEE ES PERI R HC, 


INT 的 这 种 表达 形式 可 以 使 我 们 在 插值 过 程 中 将 给 定 的 
边界 条 件 考虑 进去 .为 了 区 别 揪 值 (22) 与 多 层 网 格 法 中 的 插 
值 D, 特别 地 称 插值 (22) 为 FMG 插值 . 


$3 多 层 网 格 法 的 收敛 性 


关于 多 层 网 格 法 的 收敛 性 ， 已 有 不 少 多 层 网 格 法 专家 ， 
如 A. Br&ndi[32], K. Stüben 与 U. Trottenberg(36], W. 
Haokbusoh [84] 各 自在 他 们 的 论文 中 作 了 阐述 ， 而 且 通 过 使 
用 Fourier 分 析 的 工具 , 对 模型 问题 论证 了 它 的 加 -无 关 收 做 
性 以 及 它 的 计算 工作 量 是 与 离散 未 知 量 ( 最 密 网 格 网 点 个 数 ) 
成 正比 的 ， 从 而 确认 了 多 层 网 格 法 是 一 个 渐 近 最 优 算法 . 

在 这 一 节 ， 我 们 打算 以 本 书 系统 的 论证 方式 证 明 多 层 网 
格 法 的 收敛 性 . 

为 清楚 起 见 , 下 面 分 三 απ. 过 程 (参看 文 
献 [59] ). 

一 、 建 立 引 理 8.1. 

考虑 系数 矩阵 4 对 称 正定 的 线 代数 方程 组 
Auf, ul |. (3) 
其 一 般 形 式 的 和 迭代 为 E 

uti MOX f— Aw) $20, 1, 9, 1. (24) 
随 着 M 取 不 同形 式 ，(34) 便 给 出 不 同形 式 的 迭代 方法 . 
例如 : πι s 
Xx M= D 则 是 Jacobi st; 
M M —D-— L WE GS 3x&fNs 


4 M=Ż(D- oL) MÆ SOR xf. 
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Ep D. -LARA A 的 对 角 和 矩阵 和 严格 下 三 角 和 矩阵 ， 
为 了 下 面 证 明 的 需要 , 我 们 引进 文献 [18 中 的 一 个 定义 ， 
EN ENRERE B 称 为 正定 , 当 且 仅 当 对 称 丸 阵 B+ 
B' 是 正定 的 . 
Bie. 我 们 给 出 引 理 : 
5388.1 (29) B OB EE 4 对 称 正定 ， B-2M-4 
ΕΛ. ἘΧΙΣΕΚ 


Ζω - (Au u) (S, u). 


P ENER OH FEB IAE MAEA e od ESL Qs 
严格 单调 下 降 . 
证 明 经 简单 运算 可 知 


J (uiti - Tn, uiti) - (F, uiti) 
=J (w) — EUC] uti "29 
Erste EIE ο τα ο. 
BEZ, 则 有 | 
FB uf), uti) 0. 


因此 必 有 J (uf «Ju 0 一 0 1, ο, --. 
即 序列 {7 (wD)}? 严格 单调 下 降 ， 
引 理 证 毕 . 
矩阵 BB 正定 的 要 求 是 容易 满足 的 , 它 在 很 大 程度 上 取决 
于 选 代 方 法 的 选取 , 即 MERHER. mi MG 方法 的 光滑 步 
中 最 常用 的 适 代 方法 大 都 能 满足 这 一 要 求 ， 下 面 我 们 以 三 个 
最 常用 的 和 迭代 方法 来 说 明 ( 在 矩阵 4 对 称 正定 的 条 件 下 ). 
例 工 对 于 Jacobi t, 35 rS, ΠΙ B-2D—.A;E 
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Lig 
B2. 对 于 GS 迭代 , 此 时 B—D—L--L', ΒΗ B"-—2D, 
WREX, BEE. 
例 8 x SORAR, B B=(2-1)D-L+L", B+E 
-2.2—9 D, RREA, 当 0<o<2 时 卫 正 定 
对 于 更 一 般 的 兴 代 ， 马 通常 为 AGED (ER) ΒΊΑ, dX 
B+B" 的 正定 性 也 容易 证 明 . 
二 、 建 亡 引 理 8.2. 
考虑 方程 (18)， 
Anu fi TO; 上 ， 131, 
ENEK Ji (αι) 一 $n, ui) — Cfi, μι). 
并 设 Αι 对 称 正 定 , 方程 的 精确 解 为 ui. 
E Q, fI Qi, E $E V. BEC Da 内 积 (以 二 维 情形 为 例 ): 
(ων, ει ki 2, u (α)οι(ο), | 
(us Viciura-hha X i- εκ). 
在 线性 空间 GL 上 定义 范 数 | 
[ω]μτ V Qu ui). 
在 线性 空间 OO- CELHA: 
le L-17 N (r-i, μια). 
内 积 意 义 下 IL. 与 TF! 的 对 偶 性 表现 为， 
(IT wu, οι γ)ι Cx (un, Iiivni)n (25) 
其 中 Oxz>0 为 与 无 关 的 常数 . Do 
为 保证 多 层 网 格 法 的 收敛 性 , Xe BHL, 
Ij!-O&(111)5 
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A= IATL (Galerkin W); (26) 


去 lor-: lis Hiat- hial vrihi- VE GA) 


| (27) 
成 立 ; 其 中 O20 为 与 了 2421 3C 
根据 (25) 与 (26) 两 式 , 则 有 
CA, ua, 9-313 Oi (All aua, auia); 
u-3€ G0). (28) 


根据 (27)、(28) 可 知 ， 当 4 对 称 正定 时 ，41-1 也 是 对 称 正定 
的 . 

在 上 述 条 件 下 , 我 们 给 出 如 下 引 理 ， 

引 理 8.2 车 矩阵 Αι XE REESE, B;—2M;— Αι 正定， 且 
假设 条 件 (26)、(27) 成 立 ， 则 求解 方程 (18) 的 (二 IT) 一 县 MG 
算法 (19) 得 到 的 近似 解 序列 {wi}? ERE Ja Qu) Yr 严格 单 
调 下 降 . 

证 明 ”我们 采用 归纳 法 证 明 . 

1-1 则 为 两 层 网 格 法 ， 此 时 ， 从 (19) 可 知 , 由 校正 步 
中 前 近似 解 vi? — ut P1 所 形成 的 泛 函 

Ji (1413) = Jii P1) 
=J t) + (Ait — fu ILaP Lay 
HP in Pto. 09) 


38 B (28) npn 
(Αμ — fi ILGPLG 


1 1- 一 i 
ogy it- 4mm 


-APs Pi 


= AT, Pt ad). (30) 
将 (30) 代入 (29) 就 有 . 
Ji (uit) e Jiu) — i CAU LaV1-s IL Pa U 


«Ji. 
xta, ΝΕΑΡΗ. μπιν, 即 n | P120, 
n ALGERIA RE 


Ji (ui iy JL. 
对 说: 施行 光滑 部 分 ILS AUROU d", A u TE 
滑 部 分 工 之 前 的 近似 解 为 址 (参看 (19)), 根据 引 理 8.1, 那么 
Vi 与 过 分 别 形成 的 Ja uf Ja ub) ANTE 
Ji (ut!) «Ji i) dad) eid) soc 
于 是 便 有 Jii?) eed). | 
πλ. 
假设 1 一 下 时 命题 成 立 , 那 各 2Η Am di, 则 因为 
初 值 为 0, SORT 
Ja Pi) EJ). ex... ET 
x 1-51. E (28) REI A: : 
Jy ua t Vial 
= Jat IP : 
- Jua (a) d C Te Το να 
(Ayala fuso Le Vina 
ο ο ο αν 
= Jya (taa) EL (F5. 
于 上 面 的 结果 中 利用 (31), WA 
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Jia ba Pa) mJ uaa). 
根据 引 理 8.1, 最 后 便 得 
Jiu) M uaa), $70. 1, 2, e, 

引 理 证 毕 . 

至 此 , RIETER AEMT. 

定理 8.1 在 引 理 8.2 WRT, (0-0 — E MG 算法 
(19) uc 9c, 其 近似 解 序列 {vw33 收 钱 到 (18) 的 精确 解 ur. 

证 明 根据 Αι 的 正定 性 : 

(Aau, w) γιὰ, 7>0. 

由 上 式 并 利用 引 理 8.2 可 推 知 


luii l <E Gi 0), ut - ur) 
- at, ul) + (An, a): 
- Gat, ui) + (Ami, αἴ)] 
στι) δώ ^ (32) 


«5 [J, (ut) ~ Ji(ut)] 


«5 UD- a) 
<M. 
即 序列 {ul — ut) Ἐε--Ἡ REA, 从 丽 可 挑选 出 一 强 收 敛 
F u 的 子 序列 ; 
ο > oo. 
即 
u> tuun à o0, (33) 
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用 MG 算法 迭代 求解 方程 (18)， 实 质 上 就 是 采用 如 下 适 
TOES 
u= Mg Ὁ 64, 
i=0, 1, 2, -... 
其 中 q= Ai MFS) Aj, 
Hur Hé (34) E lh, ΜΕ Βὲ οι WE 
w= Mtu gs 
Β w 为 方程 Am —fi 
IA. Wusu, | 
由 {J (wi)} 的 单调 性 , 得 
lim J (ui) =J (ui), 
由 (32) 即 得 
[αἰ — wu: 0. 
SR HIE, 
值得 指出 的 是 : 我 们 只 在 Αι 为 对 称 正 定 条 件 下 证 明 MG 
算法 的 收敛 性 , 并 未 证 明 收 敛 的 加 无 关 性 , 


$4 非 线性 多 层 网 格 法 


迄今 为 止 ,我们 只 讨论 了 求解 线性 问题 的 多 层 网 格 法 . 如 
果 把 多 层 网 格 法 与 某 些 处 理 非 线性 问题 的 方法 ， 例 如 线性 化 
方法 或 非 线性 选 代 法 , 结合 起 来 , 则 可 构造 求解 非 线性 问题 的 
多 层 网 格 法 . 

把 多 层 网 格 法 用 于 求解 非 线性 问题 时 ， 就 其 处 理 问题 的 
技巧 可 以 把 算法 分 成 两 类 : 一 类 是 间接 算法 , 即 按照 通常 处 理 
非 线性 问题 的 方式 , 先 将 问题 线性 化 ; 然后 对 已 线性 化 的 问题 
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应 用 多 层 网 格 法 ; 一 类 是 直接 算法 , Brandt 称 之 为 FAS 格式 
(full approximation scheme), 即 按 如 下 程序 计算 . 密 网 非 线 
性 松弛 一 一 粗 网 完全 校正 一 一 密 网 非 线 性 松弛 ， 

考虑 非 线 性 椭圆 型 边 值 问 题 

δα. u)T 9 μ, 
ulr-p(e). 

为 简单 起 见 ,我 们 仍 设 Q 为 一 矩形 区 域 , 以 五 为 其 边界 , 4 为 
非 线性 微分 算 子 ,f 为 已 知 函 数 . 

设 问 题 (35) 的 一 种 离散 形式 (采用 差分 方法 ) 为 

Am=fi F A E, (35°) 

其 中 Αι. G(Q) > G (Qj) 
为 非 线 性 算 子 , 户 为 9; 上 的 已 知 网 格 西数 . 

设 (35) 存 在 一 个 孤立 解 巡 ， 为 使 叙述 简洁 ， 我 们 不 罗列 
解 问题 (35” 的 各 种 非 线 性 迭代 法 的 收敛 条 件 (可 参看 文献 
[38] 与 [26]), 而 只 简单 地 假设 那些 条 件 在 此 成 立 . 

下 面 我 们 似 述 求解 问题 (35)( 或 (35 7 ) 的 两 类 多 层 ΒΗ πα 


(35) 


(一 ) 间 接 算法 

在 第 7 XE, 我们 已 经 介绍 了 问题 (35) 的 两 种 线性 化 方法 ， 
Newton 法 和 Picard 法 , 如 果 对 问题 (85) 应 用 Newton 法 (或 
Picard 法 ) 线 性 化 后 再 应 用 MG 算法 , 则 构成 了 以 Newton 法 
(或 Picard 法 ) 为 外 迭代 过 程 以 MG 迭代 为 内 和 迭代 过 程 的 Ν- 
MG (或 P-MG) 算法 ， 但 是 这 里 我 们 着 重 讨论 这 种 思想 直接 
应 用 于 (35 ) 的 情形 ( 记 其 为 NMGD)， 至 于 其 他 类 型 线性 化 方 
法 与 多 屋 网 格 法 结合 的 情形 , 与 此 并 无 原则 上 的 差别 . 

üt XE (355 258811 Newton 线性 化 ， 

在 中 附近 给 一 初始 猜测 u, ARR ud ΑΕ, 求 ui 

， — 28$ —. 


ΗΑΕ ΑΣ 
Αι DA (ul) (it ui) =fr (36) 
$—0, 1, 2, ee, 
oh DA QD Jy «Αι πε αἱ Abi Jacobi 4B Ee, 
将 (35) 记 为 . 
l DAGU Vi = fi— Aai = di, 
Vi-u'-wud. 
$—0, 1, 2, ο... 

对 以 οἵ 为 未 知 量 的 线 代数 方程 组 (360) 实 行 多 层 网 格 法 ， 
就 构成 了 以 Newton ΤΚ ΡΕ, 以 多 层 网 格 法 为 内 迭代 的 

一 个 很 自然 的 问题 是 , Newton 法 迭代 的 次 数 与 MG 算法 
迭代 的 次 数 怎样 搭配 ， 才 能 尽 可 能 地 提高 Newton 法 的 收敛 
速度 和 减少 计算 量 ?一 般 可 以 采取 两 种 方案 . 

一 种 是 由 一 个 Newton 步 到 下 一 个 Newton 2b, MG ER 
次 数 大 略 增 加 一 倍 ， 即 MG 和 迭代 次 数 在 迭代 中 不 断 地 成 倍 调 
整 ， 此 时 Newton 法 具有 二 阶 敛 速 。 这 一 方案 的 主要 问题 是 
必须 应 用 一 个 适当 的 控制 技巧 ， 以 便 得 到 Newton 法 收敛 所 
必需 的 有 关 信 息 . 称 此 为 方案 工 

另 一 种 是 固定 每 个 Newton 步 中 Μα ARKKA. 例如 
每 个 Newton 步 中 只 作 一 次 MG 和 迭代. 由 此 产生 的 缺点 是 线 
性 化 工作 量 增 大 ， 而 且 Newton 法 此 时 只 有 线性 敛 速 . 但 由 
于 固定 了 MG 迭代 次 数 , 则 无 需 控制 技巧 . 称 此 为 方 符 11. 

(二 ) 直 接 算法 FAS 

类 似 于 线性 多 层 网 格 法 的 情形 ，FAS 多 层 网 格 法 亦 可 从 
FAS 两 层 网 格 法 出 发 递归 定义 。 因 此 , 我 们 从 描述 求解 (35) 
(A H)-FAS 两 野 网 格 法 开始 . 
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(39^) 


Mu ir SE e? 的 一 步 (4, H)-FAS 迭代 可 描述 如 下 ， 
ui———9utidi-f,— Ay Piu Pi— dn 
Vi τοῖος rg | [2 vs relax 

Uu dy —— 5» An(ut P) -- Aul di 
其 中 relax RAE IU UE TERI 3} SUPETA sis 
ΣΤΕ, γι! νεςν»0. 与 经 性 稍 珍 可比 ， ADU xd di 限制 
O DARK On 上 (由 某 个 线性 算 子 D), ΤΙ EL Ve [pU ui tu^ DR 
限制 到 粗 网 格 Qu 上 (由 某 个 线性 算 子 ÍF, 它 可 以 与 1 相同 
也 可 以 不 同 )， 这 是 因为 在 非 线 竹 情形 , D, 上 的 剩余 方程 由 

Αα 4 V1) -A ὁ--0, 1, 2, »'. (37) 

给 定 。 此 方程 在 Qu LB 

Apn(ut--P*)— Agyut d, ὁ-0, 1, 2, (38) 

EFL 


t 


$—0, 1, 2, = - (89) 


t= Wi —ut 
来 通 近 , 这 就 是 说 , E FAS 格式 中 , RUE Os Ελ ul M 
校正 P, 而 是 求 它 的 完全 逼近 (full approximation) Wk, 但 
是 变换 到 密 网 格 ο, Ι. 2018 dimit 本 入， 这 是 由 在 本 章 
81 中 所 阅 明 的 关于 光滑 步 和 校正 步 的 性 质 所 决定 前 , 即 在 密 
网 上 由 松弛 过 程 记 光 滑 ， 进 而 在 粗 网 上 充分 逼近 的 仅仅 是 校 
正 量 和 残 量 . | 7 

显然 , 如 果 4 是 线性 算 子 , 则 (hh 五) 一 FAS 两 层 网 格 法 
华 价 于 线性 两 层 网 客 法 . 

HA CBE, 在 FAS 多 层 网 格 法 过 程 中 ， 粗 
网 格 Oz 上 的 非 线性 方程 (39) 不 是 精确 求解 , 而 是 由 使 用 更 粗 
网 格 上 的 若干 非 线性 多 层 网 格 送 代步 过 过 , 这 就 导致 FAS 
多 层 网 格 法 ， 我 们 采用 类 似 于 本 剖 $ 3 中 的 记号 来 描述 求解 
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(35) 的 这 一 算法 . 

对 于 一 个 国定 的 1251, ntr=r>0, fub er 的 
(L--1) —FAS 多 层 网 格 法 的 一 步 迭 代 进程 如 下 ， 

15 1 --1, 即 为 (2 H)—FAS 两 层 网 格 法 , 此 时 Co 一 Op 
Ωι--Ω 


X uf E (0) DOCE uf. 
αἱ =RELAX" (uj, A, f). ` 
(2) 粗 网 校正 部 分 ， 


计算 剩余 E di d -f. 1— Ani; l 
限制 剩余 量 I-I ri 
限制 ui. ση 


以 wii 为 初 值 , Scr CRDXUI-FAS 多 层 网 格 
x (使 用 Qı i ΩΙ. 2m '* '; Qe 及 相应 的 非 线性 网 
RATE Q 上 求 剩余 方程 . 


Ar aWia-dLid Aia 一 7 -ad0) 
”的 近似 解 Wia 
计算 校正 量 (OVia-Wtau- Mis 
MERER ΤΠ 
计算 O, 上 的 校正 近似 uf? -u Pi, 
19) 光滑 部 分 ΤΙ, u | 


Xj uf fe vs C0) ΑΒ ὦ", 
uj! — RELAX^"(ui**, Aj fj), 


其 中 RELAX 表示 某 一 适当 的 具有 误差 光 沸 Vk ΠΒ BS 3E 


线性 松 弛 过 程 , 
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由 此 进程 可 以 看 出 ， 除 了 可 能 在 最 粗 网 格 上 外 ，FAS 多 
食 网 格 法 迭代 过 程 中 不 需要 任何 整体 线性 化 . 

注 关于 非 线性 松弛 方法 , 在 文献 [381、[26] 中 已 有 详尽 
HER, 我们 不 再 重复 , 但 作为 了 AS 多 层 网 烙 法 的 光滑 化 方 
法 , 我 们 关心 它们 的 光滑 性 质 , 为 此 , 需要 作 一 些 补充 说 明 , 为 
简便 计 , 只 考虑 非 线 性 Jacobi 方法 , 对 于 其 他 的 方法 ， 可 参看 


文献 [36]. 
考虑 弱 非 线性 椭 加 型 方程 的 边 值 问题 
μα... FaN, 
ulr=9(%), 
采用 5 点 差分 格式 离散 化 后 得 非 线 性 方程 组 
Aut gle, uw) =f QE | (41) 
”那么 ,车 记 一 水 的 非 对 角 都 分 为 Αι, WA 
— Anu Anu + 5 αι, 


ΚΑ (41) BU 3E 2: πε Jaeobi-eo-Newton 松弛 形式 为 
τι αγ 1 Zub + g(z, uf) Εν glo, αἲ) (ui αἱ) = 


αἴ — ui tolu — ut), (42) 
4 一 0 1, 2, '»», 
ΒΗ Vgl, ui) zs g(w, wu) 3 (o, 中) 处 的 梯度 ， 
求解 (41) 的 韭 线 性 Jacobi-e-Pieard 松弛 形式 
ujt = [fi~ Ari — g(a, νᾷ}} «᾿ξ /4, 
| uj? yt w(t —uf), (49) 


$0, 1, 2, Ut, 
bi ΝΗ ΤΩ, 
u|lr-sin3(z--y), 
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其 中 了 =esmsei0 十 18sin3(Cz-hy)， 其 精确 解 为 = 
yv. sin3(z--y). KR Ω 如 图 8.0 

所 示 , Ἐ ΕΕ AMAREN. Hs 

ΑΛΑΤΙ AR (θε 

用 了 Shortley-Weller 18 s. 


即 不 等 距 差分 格式 ), 均 采用 五 
点 差分 格式 离散 和 正方 形 网 桥 
mov 84. 


在 间接 算法 中 ， 方 案 工 的 每 个 Newton 步 执行 一 次 MG 
循环 , 方案 TL 的 MG 循环 次 数 随 着 一 个 Nowton 步 到 下 一 个 
Newton 步 而 逐次 加 倍 . 

”在 FAS 算法 中 ， 非 线性 松弛 方法 是 采用 RB-Newton 方 
法 CEREA NI Newton 法 ) 变换 算 子 Å RAER E 


LESE D 


| 


$E SU & ££ 法 | 
| FAS 
| wr 3 R D| o 0 
1 0.18(--8) 0.18(--2) 0.14 (4-2 
"8 0.20(0). 0.20(0) -0.20(0) 
8. 0.55(—2) 0.80(—2) Q.5&(—2) 
4 17044(-3) "| 0.14(-3) 0.14(—8) 
5 0.42(—5) 0.43(—5). | 0.42(— 5) 
6 0.13{--0) 0.13(—6) 0.13(—6) 
7 0.36( 一 9) 0.47 (—8) 0.39 (—8) 
8 0.12(—9) 0.13(-9) |... 6.12(-9) 
9 0.40(—11) 0.42(—11) 0.39(—11) 
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3E 8.1 AAT RAITRE. 

表 8 中 数据 表示 每 个 迭代 步 后 相应 于 离散 解 的 | 外， dan 
差 ， 在 此 例 中 , PAS 与 方案 工 给 出 了 非常 相近 的 结果 . 从 技 
术 上 讲 , FAS 算法 是 三 个 方法 中 最 简单 的 一 个 ， Brandt 在 文 
献 [ta] 中 指出 了 PAS 还 有 共 它 优 于 间接 算法 的 特点 、 

当然 ， 只 有 当初 类 近世 论 分 集 近 糙 确 解 时 (此 时 Newton 
法 有 充分 好 的 收敛 性 )，` 才 可 能 期 望 方案 工 与 了 AS 有 数位 上 
的 相似 性 ， 如 果 将 例 中 et don λο", 那么 对 于 》>0 FAS; 
法 对 初始 近似 的 依赖 性 比方 案 I 不 敏感 得 多 ， 表 8.2 给 出 了 
12100 时 两 者 的 数值 结 黑 对 沼 (部 攻 零 网 格 区 数 为 初始 近 
132. 


-一 


MG 1 | 2 | 3 4 | 5 é 
ΠΕΠ 0,26 x 10 lo 2233 10* 0.38 0.67 10-510, 11:« 107310. 19 10-5 
- 
FAS .14x 10? 0.21 0.32 2110-9 9,75 x10710.17:« 10-910, 41:« 1077 
am ME NOMEN RN 


dk 8.2 中 数据 表示 每 个 选 代步 后 相应 于 离散 解 的 |ja 误 


$5 Schwarz 型 多 层 网 格 法 


前 面 四 节 , 我 们 简要 地 介绍 了 线性 和 非 线性 多 层 网 格 法 ， 
在 此 基础 上 ， 本 节 将 通过 把 它们 与 5- 算法 结合 起 来 而 构造 一 
类 新 算法 -Sehwarz 型 多 层 网 阁 法 . 

我 们 着 重 讨论 线性 多 层 网 格 法 与 Bohwarz 算法 结合 的 情 
形 ， 对 于 非 线性 问题 仅 简 路 涉及 ， 

早 在 1981 年 Linden [8] 就 研究 多 层 网 格 法 与 Sehwara 
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交替 法 的 结合 ， 他 进行 了 较 多 的 数值 试验 .1982 年 Stüben 
与 Trottenperg [36] 在 讨论 复合 网 格 法 时 还 引用 Linden 的 
数值 试验 结果 .1984 年 Hackbnsoh [46] 也 讨论 过 这 类 算法 . 
1985 年 杨 海 刚 [59] 、 邵 建 平 [61] 作 了 更 一 般 的 研究 ， 把 区 域 
分 裂 法 与 MG 7r Ape T —208 6 ΤΗΤΗ ΒΗ 

区 域 分 裂 法 与 MG 算法 的 结合 有 两 种 主要 方式 ， 一 种 是 
直接 结合 , 把 区 域 分 裂 为 适用 于 MG 方法 的 正规 形 子 区 域 , 然 
后 用 Sehwarz 算法 作 外 和 迭代 ， 用 MG 算法 作 内 迭代 以 解 算 子 
区 域 上 的 问题 ， 这 样 构 造 的 算法 我 们 称 它 为 S-MG 算法 . 另 
一 种 是 间接 结合 ,只 把 Schwarz 算法 当 作 MG 过 程 中 的 一 种 
光滑 步 , 这 种 结合 称 为 MG-S 算 法 . 通常 我 们 在 应 用 Sohwarz 
算法 时 都 引进 超 松 弛 因子 ， 这 时 就 称 它们 为 B-OR-MG 算法 
(其 离散 形式 称 B-OR-MG 算法 ) 与 MG-S-OR 算法 (或 MQ- 
B-OR fik). 

本 节 我 们 先 讨论 S-MG 算法 , 然后 讨论 MG-8 算法 . 

(—)8-MG 算法 

Spe Ri (1). (9. 

车 将 区 域 2 按 第 6 章 的 要 求 分 裂 为 m 个 子 区 域 QI (j= 
1, 2，…，m)， 那 么 把 原 问题 限制 在 每 个 子 区 域 2; 上 之 后 ， 
就 得 到 等 价 的 问题 焦 


Aug f 于 Ωρ, ， 
wlry—9, (44) 
u| r, =u] De $—1, 2, Us, M, 1-1, 2, t8, M 


ἈΠΕ Tas TiN Q, 对 某 些 和 它们 可 能 是 空 集合 . 

设 离 散 化 参数 为 及. 它 表示 的 意义 与 过 去 不 尽 相同 , EA 
表示 网 格 的 步 长 ,也 表示 在 这 种 步 长 前 分 下 所 得 问题 的 规模 ， 
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XL o^ πο 


即 其 足 标 1 表示 离 获 泥 后 同 题 未 知 量 的 个 数 ， 由 于 问题 (DD、 
分 的 求解 区 域 Q 为 平面 上 的 矩形 区 域 。 为 简化 讨论 , RINE 
Sn Dy 与 网 烙 线 重合 。 ϱ 的 网 域 和 网 格 函 数 空间 分 别 记 
为 Q,, H aC), 有 时 也 记 为 GCCD. 与 Q; 相应 的 网 域 和 网 
格 函 数 空 间 分 别 记 为 Οι (Οι) (3-1, 2, s, m). 网 域 
Qi 的 边界 集 记 为 了 xp 与 Ti， 有 时 仍 简 记 为 Z Dy E 
间 G(Q) 的 维 数 为 1 (οι) 的 维 数 为 1 站， 由 于 子 区 域 有 
ERAS, 故 一 般 有 

KŠK). 
M RRC- SNI MER ERANA, EN, F 
[X 5k a] I RR LA FL — A FUR B EHE 

1Ε E3R EBAY EIS] (1) 、(2) 高 散 化 后 得 到 线性 方程 
£ 
" Ap b; (45) 
ΤΙ 53 2r 28-4 [9 I] L8 (44) ΜΑ m ELA ΛΑΤ 

组 

RO dE ui B (46) 

j= --1, 2, |ὶ 
其 中 uxo € (Du). Ακρ (ἢ ΜΡ 

Akis ARa) > a). 

问题 集 (46) 是 问题 (48) 的 一 种 带 有 重奏 方式 的 分 裂 , 即 , 对 固 
ANNAM 当 


ΣΡΙ, 则 这 种 分 裂 就 是 通常 的 矩阵 块 分 裂 ， 方程 (46) 


有 
端 合 并 了 而 已 。 
的 分 量 uz) 可 分 为 两 个 集合 


= 889 — 


uo fuz) |2 E Quo), 
与 u-u) Quo) |o € 2, Qu). 
由 于 氢 边界 值 wln BRAR. SEG) 81:68 ΤΕ 
AE, 即 
bi bu fig tuo lr ). 
AB èE {I| T0, Ι--1, 2, ---, m), 
id 
biep bie (δε, ui | 7s ). 
求解 问题 (45) 的 S-MG SEE EGER T T. 
ASEMAAN uj η AL } 如 下 : 
*^ Gi o, - MOF (ust me ^. Au μα τ ) οκ 
Cone h © 
J=1, 2, »»» m 
k=0, 1, B e 
如 果 引 进 松弛 因子 , 则 得 S-OR-MG 算法 
ul ERREF uT: 


—1 j-i 
kt 
th {orlon ΜΩ͂Τ (uim "o, Απο Dy " ), Vri 


kill 


μια) }, 
k ka il vh ptt 
ufo t m ἠ-ω(ὦ Á m ), 
(41) 


由 此 可 见 ，S-MG 算法 (或 8- OR-MG) 不 过 是 Sobwarz 
Ημ —4 NARBUE, mh Μα 算法 来 求解 其 高 散 的 子 问题 
(46)， 所 以 我 们 称 这 种 简单 的 结合 方式 为 直接 结合 法 .这 时 
算法 的 收敛 速度 是 由 Sehwarz 算法 前 收敛 速度 决定 的 ， 只 不 
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过 是 在 S- 算 法 中 调用 了 MG 算法 作为 解 子 问题 的 子 程序 以 
减少 计算 量 而 已 . 

定理 8.2 ZU BE 4 对称 正定 ， Βις-2Μι-- Αι E, ΙΙ 
RAE (45) ij S-MG 算法 (47) 所 得 到 的 近似 解 序列 (uio 收敛 
3) (46) ΗΠ AA 

iE] 191 (46) P A ΠΠ ΤΑ 48 ΜΥΣ ΠΕ 


1 : . 
Jolu) — — (Aii Ui) — (o, Ura)» 
2 


j=1, 3, m 
对 应 于 (45) 的 泛 函 κ 
Jiu) 3- CA, αὴ — Qu, ud. 
H 于 Αιρ = bun | 


是 (45) 中 的 部 分 方程 组 成 的 . 车 将 si HR 成 分 块 
形式 


u= (ui, Uk)» 
相应 地 (46) 可 写成 
Am mb, | 
其 中 ᾱ,-- Αῳ - μα f 
— Áipa-uo Αι κο 4 
bi= (δι, biu). 
bis, — big + Aaa iit ich. 


ΜΑ Ji(u) = JiQu)-— - (A up 一 e, δι) 
- Luo, wo) - ον uo) 


+ u L (Αν ιν ιν ub) 


—(biig Unp) 


= Ji (tp) Γκρι), 
其 中 


1 - 
Jii (ui) = Ani id) = (δν, ur). 


HER Au, (3-1, 2, e m) HRE, WAA 8.2 可 
知 ， 对 每 一 个 固定 的 7, 车 Bio = 2Min — Αι ΕΚΕ, 则 序列 
4 
uut )) 关于 i=l, 2, το 单调 下 降 ， 由 此 及 (47) 
得 
Ji(u $11) — J em) (ωἴδὸ) JL w) 
=J um (d) tI 1- iw (us "3, 
«x NITE un t- nalt S 5- -J (C ” = 
=] ym- Ct | 


«Jiu eS 
AI 
«Jii κ 
pa LÀ. 
τι] (uh )J agg ) 
pt Tke C wl 

«Jut " ) Έσω ιο =a  ) 
κ...» a 
dur Αμ, " τιν Jur. ΒΕΛΗ Uho 严格 
单调 下 降 ， 按 照 定 理 8.3 的 证 明 方法 可 以 证 明 ， 4 k> Bj. 
有 uow. 定理 证 毕 . 

类 似 地 ， 只 要 加 上 条 件 0<w<<2， 则 也 可 以 证 明 S-OR- 
MG ΒΑΕ (ΑΤΗΚ. 

前 面 讨论 的 SMG 算法 (47) 5 S-OR-MG 算法 (4) 都 
=a 


是 -- 种 系统 松弛 法 . 如 果 把 S-OOR 算法 与 MG 算法 直接 结 
合 起 来 ， 则 可 构造 出 适用 于 并 行 计算 机 的 混乱 松弛 算法 ，8- 
COR-MG 算法 . 

设 并 行 计算 机 系统 由 各 台 处 理 机 P. Pa ee, P» 组 成 . 
车 指定 第 j 台 处 理 机 运行 第 3 个 进程 Prooess P, wp 一 MGIY 
Quas Διων δι). 48 ww 当 作 整体 变量 ， 设 w 的 初始 状态 
Jh ut. 计算 开始 后 , 它 的 分 量 ww 由 进程 Prooess P, 来 更 新 其 
数据 (I 一 1，2,…，m), 以 实现 进程 之 闻 的 信息 ( 拟 边 界 秆 ) 交 
换 . 

S-COR-MG 算法 描述 于 下 ， 

给 定 初始 猜测 wb, 作 近 似 解 序列 世 MLB 

ur? fo | vic ^ 
Ματς, Ary bip) — (48) 
uf = o (uf —up-t), 
j€ M-il 3, ©, v mh 
ki, 2, 3, 
这 里 , 上 标 5(J) eon 58 k PA u "m ur 为 已 知 条 件 
对 (46) 的 第 7 个 方程 组 进行 MG 迭代 得 到 的 ， 或 者 说 ,此刻 
(第 上 步 ) 的 总 体 变量 凡是 由 过 程 process 也; 进行 数据 更 新 的 。 
因此 ， 带 这 种 复合 上 标的 近似 解 序列 {wz 人 不仅 描 述 了 它 产 
生 的 顺序 ， 也 描述 了 它 是 怎样 产生 的 . 3 TREO cec 
到 正确 的 解 ， 像 第 6 章 那 样 ， 还 要 加 上 一 些 必 要 的 条 件 ， 为 
此 , 我 们 将 网 格 函 数 序列 {it 人 分 成 加 个 子 施 数 序列 
1 
定义 ” 当 /一 co 页, 者 上 标 序 列 
1 ie VIEM, 

则 称 (48) Ἢ S-OOR-MG T (Sehwarz-ehaotio overrelaxa- 
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tión-Multigrid method). 

EUR RRG RERE. VERE procos P avan 
体 变 量 αι, 作 MG 迭代, 然后 更 新 ua CH 2) Ri E δ BA ED m 
个 进程 process Ρ}(}--1, 2, =, m) 并 行 运行 , 具 雪 省 处 理 机 
中 途 不 出 现 故 障 ， 则 上 述 算 法 得 以 突现 ， 运行 中 车 某 处 理 机 
(例如 了 9) 出 现 了 不 能 修复 的 故障 , 则 相应 地 某 上 标 集 ({4:(2)}) 
为 一 有 限 集 , 故 必 有 界 , 因而 不 满足 定义 的 条 忻 、 此 时 ， 函数 
EFHO BAA, 但 它 并 不 收敛 到 问题 《45) 的 解 吕 、 . 

有 了 上 述 定义 ， 按 照 定 理 6.7 的 证 明 思 想 及 引 理 8.2 08 
定理 8.4 的 结果 ， 可 以 证 明 S-OR-MG 算 污 (w= 了 1 前 下 述 收 
SEXE. : i | 

定理 8.3 ΛΕΒ 8.2 的 条 件 都 满足 时 ， 求 解 间 题 (45) 
Bj S-OR-MG 算法 所 产生 前 近似 解 序 列 ' fi 收敛 到 ( 伍 ) 的 
ff ur. 

Schwarz 算法 也 可 以 与 非 线性 多 展 网 烙 法 了 AS 直接 结 
合 而 构造 出 一 类 解 非 线性 问题 的 Schwarz 型 多 层 网 格 法 ， 又 
全 如 将 第 7 节 介 绍 的 P-S-OOR 算法 与 对 -SmGOR 算 法 与 MG 
WAA, 则 可 构造 出 另类 非 线性 Behware JUR 25 ἘΞ BID, 由 
于 基本 恩 想 已 经 清楚 了 . YTRA EREE 也 因为 
FAS FERRIERE EA MIN BUR, ΜΑΜΑΣ 
ΒΙΝΣ Τ. l 

(二 )MG-S 算法 (s MG-B 算法 )》 

我 们 仍然 考虑 问题 (48) 和 和 与 EMERE EENE 
的 问题 集 (46) . 

MG-S 算法 不 同 于 S-MG 算法 ， 它 只 把 S-REN AE 
问题 (45) 的 MG 算法 的 光滑 化 方法 ， 所 以 它 不 同 于 S-MG 8 
法 把 复杂 区 域 化 成 便于 使 用 MG 算法 的 规则 形 子 区 域 ， 而 在 
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于 利用 ΒΙΑ Β ΜΟΥ Ἠ ΑΡ. ΤΗΕ ΒΑΕ 
性 能 , 我 们 先 深 入 地 研究 一 下 Sohwarz ZIRE, 
考察 Diriehlet 问题 . 


Su EX) efe y) 
Nd Ha, y) Decl, 0cy 1), (49) 
u|r—o(z, y), 
其 中 9 为 常数 . 
把 区 域 8 分 烈 为 具有 重 稀 部 分 的 两 个 子 区 域 . 
Qi={(%, y) Oo <tr 0y—1) 
与 Ω»--{(α, φ)]ει--α-1, 0-21}, 
其 中 oem. m 
id zy d, d7-0, Q, HURA TCT) 8 INC 
Q, ij), $-1, 2, ΓΊ RAMAR. Ἢ 
问题 (49) 在 Ω, «5 Ως 上 的 限制 即 等 价 的 问题 集 
-Amt umf TOP κ 
[ein Μπ (50) 
uan 一 Ma| r;; Γι-{( 9) |o= zx, 0<y<1} 
— dua + q*ua — f T Qs 内， 
[ο ο... 
us| ri 712] ro ἆ απο, υ)]ω--ω) 0<y<1}. 
解 问题 (49) 的 Sohwarz 交替 法 描述 于 下 . 
给 定 初 始 猜 测 u”, FERRO P Cu? ERR. 
— Aui? ο — f F C4 内 ， 
m =p, | (8) 
uP |r uns, unu? (rp y). 


— $945 一 


-AP iP of F Ων, 
| uD | n9, 


(58) 
ug? lr, =uP |r. 
uf? 于 Q— 0. E, 
G) — 4 
ών [ree OLI. (54) 


ὁ--1, 2, 8, =, 
id [ή (49) ΜΕ w^, 误差 函数 为 
e? (o, y) =u" (o y) -uP (m, y) T Οἱ E, 
ef? (e, y) τι (ο, y) -uP (o y) T. Q: E, 
则 误差 函数 满足 问题 集 ， 


| LEM Q: 内 ， 


eP [n7 0, 


(66). 
e? [τις e$? | n. 
— Aeg -- gef? =0 F Q1 内 ， 
| πη 
e | p = e? | n, 


4-1, 2, 8, =, 
不 失 一 般 性 , 设 初 始 误差 有 形式 


oon y) = DP sin may, 
则 问题 集 (55) (66) 的 解 为 
οὐίο, y) = Sap She mm qu 


πε πα. 


| (57) 
eg? (v, y) 


2/10, hymm g(a) . un 
pà shy m? 4- g* (1—2) y ws 


(68) 
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其 中 sh pas (e — 719) /2 
Ἢ XUI IE SX OR BG. 
Hi (DT), (68) 及 拟 边 界 条 件 ef? | m, — e$ 7? [σι Zef | 5 = 
ef? [τι 推 得 
a "Sb mar gH m) 9-1) 
" ghm t (=n) " ' 
ποστς 
sh«/m3az3--g*p, ” 
$—1, 2, 8, =», 
m=], 2, 3, =, 
由 此 得 到 误差 函数 的 Fourier 系数 所 满足 的 关系 式 
[come Trag”, 


δῷ = o, gln cb D, 


(59) 


b9 = 


(60) 


其 中 
(a ) ο Sh ma tgi (1 — wn) 
Pma th Fa sh/ mo gov, sh mrt aw) 
(61) 
由 (59)、(60) 得 
aj = [pma (on 2x) "ας; 


-1 h/m t (1— σχ) δω, (62) 


= [oma (£i αν) }) hmn Tg m) moa 
δῷ = [pm, a (to ων) ] 9. (63) 
以 此 代入 (57) 与 (58) 得 


ef? (s, y) 
- = i smitte) 9) 
= Ebert 加] πο rq, Um en may, 
(64) 
e£ (w, y) 


—MY- 


shma tg (1 -- 2) 


< 4 Ga; 
η, may, 
(65) 
ii eO (a, y) --α"(α, y) — uf (a, y). 


Hi (64). (64) 5j (65) 4% 
P(w, y) — bI [pm (ου "m on (0) b? sin mary, 
(66) 
其 中 | 
(z)- epe 0 «σκα, 
μια οι «Sh Vma tg GLAS 9 
URB |Ύπι ο, ο, (2) | «1, Bo 
7moe (αι) --1 ^. (67) 
由 此 及 展开 式 (66) 可知 ， 误差 e(o, y) BIER BE E v= 
v, 上 达到 ， 即 
le? (e, y) | je (ου pl. 


而 

e? (n, y) 7 D [ps (ri m)]'ógsin mag, | (68) 
ig le^ Gs, a) P= eden Jy. ᾿ 
由 Parseval 等 式 知 mE 


ie Gn, lem Ρο 
WO lé? Lo ES ional m1" OY 


«lp n, mlS ΩΦ 
= [Pr (25. 2:)1*1e9 (αν, 921. 


由 此 可 见 ， 解 问题 (49) 的 Schwarz 2E ἘΚ (02), (58) Ij 
收敛 因子 为 | 

- ρας Γρ riL τα 

οσο τω 

公式 (69) 不 仅 给 出 了 解 问题 (49) 时 S- 算 法 (此 时 为 
Schwarz 交替 法 ) 的 收 仿 性 ， 责 且 给 出 了 拟 边 界 的 位 置 zw ὧν 
以 及 子 域 区 间 的 重 琶 面积 的 大 小 4 一 zx 一 m 与 收敛 因子 的 关 
&. 


(69) 


_ 如 果 用 五 点 差分 格式 对 问题 (49) 进 行 离散 化 , 相应 于 S- 
算法 (52) (53) 的 离散 化 算法 的 网 阁 误差 函数 也 可 以 得 到 类 似 
(66) 的 表达 式 玉 类 似 (69) 的 收敛 锣 子 ， 垦 果 按 方向 进行 分 
裂 , 也 有 则 样 的 结论 , 只 是 表达 式 中 的 ,es 与 9 ARTE. 

_ 现 硒 我 们 关心 的 不 只 是 和- 算法 的 收 敏 因子 ,更 关心 它 的 
光滑 性 质 . 因此 我 们 把 注意 力 集中 在 误差 表 这 式 (0 上 上， R 
ΜΙΤ | 

le? (a, Ὁ |< e” Car ) lo 
Tg 4 324188 δε 3 77 E HP SE EAS (68) 上. 

LEAR (sin moy. ERER Εξ 36 ΙΙ ΕΟ, 1) 分 
解 为 两 个 空间 10, 1)5 Γιο, 1), D,(0, 1) Li(0, 1) 
L0, 1). 其 中 Ιι(0, 1) ΕΕ Χ (sin my rao Τι(0, 1) 
WEKA A (eim my Y aces. T10, DR ERE, DO, » 
称 为 高 频 空 间 ， 这 时 , RE e y)RBIXESA . 

e (a, y) —ef? (αν y) t ek? (ων ο), 
其 申 . ef? (an γ) 6 Τι, ϐ P (ep y) € Dr, 
4r Bl gog dese i 5 GOES ERG SER Eb, 


M 
ei? (my, y) zl [pm,a (ιν ωχ) OP sin may, 


e? (zi Ὁ) = P» [pm,a (to Ti) δρ Sin mmy, 


由 pw (o. αν) ERF m ή ΠΕ} Γ βε πα Bc, 而 且 下 降 的 速 
度 很 快 。 例 如 , pm,1(3/8, 5/8) KEA WFE OR 5 位 小 数 ): 


一 -一 | 一 一 | 一 一 -一 一 下 一 一 一 一 一 一 一 一 


pm . 0.166630.04087,0.0087300 .0018310 .0003810 . 00008j 00001 0000120. 9.00090 


2.027 11/0 .001670 000080 .00600| 


P5 


在 这 种 情形 ，g 一 4%=3/8, nmm po E. Miei 


时 , 即 用 9- 算法 迄 代 一 次 , δι Μ-Τ,. 则 误差 的 高 频 部 分 已 
小 于 10 了. 车 4 一 2, MERER ARM --δ, 则 误差 的 高 
频 部 分 已 小 于 10-5， 低 频 空 间 五 的 维 数 越 低 ; 即 Μ 越 小 , πὶ 
误差 越 光滑 ， 这 时 误差 校正 时 可 以 在 很 粗 的 网 格 上 去 进行 ， 
而 且 校 正 效果 很 好 .， 在 我 们 举例 的 这 种 情况 ,如果 需 要 误差 
精度 小 于 1075, 则 只 要 在 密 网 上 应 用 人 -算法 渤 代 两 次 对 误差 
进行 光滑 , 此 误差 已 落 在 3 维 低频 空间 了 . 粗 网 校正 时 ,其 只 
要 取 网 步 h=1/4 就 可 以 达到 要 求 的 精度 了 . 

S-MG RH RKA R EFKAR TP pra (οι, Sa) M 
MG-S SE KARER 定 于 ριια(αι ex), CERET 
Μα- 算法 的 与 步 长 无 关 的 收敛 性 质 ， 世 决定 了 粗 网 校正 时 
所 需 的 步 长 , 

ΜΕ ΤΠ ums Ἢ M= T puso (ti oo) 要 比 
pio 0s, x) ]] 1000 1Η. ik MG-S 算法 比 8-MG 算法 要 优越 
得 多 . 

”如 果 用 8-OR 算法 来 代替 8- 算法 , 当 w。 取 最 佳 超 松弛 因 
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子 ,其 光滑 性 能 更 好 , 则 收敛 速度 又 会 有 很 大 的 提高 . 
我 们 将 离散 的 S-OR 算法 记 为 B-OR 算法 。 现 将 解 问题 
(45) (或 (46)) 的 一 步 B-OR 和 迭代 描述 于 下 ， 


已 给 近似 αἵ, og uith 如 下 : 


ê tho {vr | tuo = Απόκο E , uc PG T, 
(70) 
Mh sutt Lu rh RS 
j=1, 2, 8, -= m, 

简 记 为 wt B-ORGS A, bj, en) 
H 735 B-OR ΑΛ: B-OR" (ut, Αν bi). 

下 面 描述 解 问 题 (45) 的 MG-B-OR W. 

仍 像 以 前 那样 先 描述 两 层 岗 格 算法 的 一 步 选 代 过 程 
(w= ut’); 


(4) 光滑 部 分 I 


对 好 F γι 次 光滑 得 
uf --B-OR"(ufj, Αν bj. 

(2) 粗 网 校正 部 分 ， (73) 
ΤΆΣ ΒΕ. di—f,— Au 
限制 剩余 量 ( 从 密 网 0 HN On): 

| dj = Idi, Μπ 
求解 剩余 方程 : AVi-4. 
{ΒΒ ΛΕΤΕ (Qr An): Vi-IL ση, ᾿ 
计算 校正 后 的 近似 。 ὡ-Ὅ--Ῥ... 
(8) 光滑 部 分 II, 
Pur? fe Ya 次 光滑 得 
ut^ = B-OR? (Ww p Αμ b). 
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MG-B-OR 算法 ; 只 要 在 两 层 网 格 程 序 (72) 中 ,以 零 为 初 
i5 rope mue Vr=0, BIERISRUB CA E BORIERURLN 
上 的 剩余 方程 

ΑΥΤΗ --ν, 
MSAFE ETU ERANA N EA E. 
必须 指出 前 是 :方程 (46) 中 前 了 表示 未 知 向 量 的 维 数 ,而 
方程 m T y di Pl Y p E c. 

B-OR 算法 是 作为 MG 算法 的 一 个 光滑 步 又 ， 因 此 Ma- 
B-OR 算法 本 质 上 就 是 一 个 特殊 的 MG SERE, 故 其 收敛 性 证 
明 完 全 类 似 定理 8.9 的 证 明 过 程 ， 只 要 证 明 B-OR 算法 产生 
的 序列 {7 Uy 严格 单调 下 降 ， 则 以 下 的 证 明 就 与 引 理 8.2 
和 定理 8.8 的 证 明 相 辣 . 事实 上 , 我 们 已 在 第 5 REH A Αι 
对 称 正定 ， 则 当 0<o<2 ht, {Ju 严格 单调 下 降 ， 因 此 ， 
对 MG-B-OR 算法 ,有 下 述 收 敛 性 定理 成 立 . 

定理 8.4 ΕΡΕ Αι 对 称 正定 ,0<@<2, HE 


Ar I AI, ael Hh VelisolVele 
VV» cG(oy). 

则 求解 (45) 的 MG-B-OR 算法 产生 的 序列 收敛 到 (45) 的 解 
u. 

在 结束 本 节 的 时 候 ,我 们 叙述 一 个 应 用 Sohwarz 型 多 层 
网 格 法 的 数值 例子 、 该 例 选 自 文献 [8] , 亦 可 在 文献 [361 vb d 
到 ， 数 值 试验 考虑 了 Sohwarz 交 车 法 与 MG 算法 结合 的 两 各 
方式 , 直接 结合 法 ,S-MG 与 间接 结合 法 , MG-S， 试 验 结果 认 
为 , MG-8 算法 对 区 域 分 裂 的 几何 性 质 (例如 , 拟 边 界 的 位 置 
重 瘤 部 分 的 大 小 等 ) 的 依赖 性 比 -MG Jp ge 

考虑 单位 图 盘 上 的 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 


--- 


n Δω--/ F Q-—1(» y) |o? - «1, 
ulr-9, 
14 Ω ΛΝ SUB RA BUDE ACT DOR. 
Q= (Cm, y) {ri < y? 1), 
Qs 是 以 原点 为 中 心 、 以 7 为 半径 的 癌 的 内 接 八 边 形 ,， τι 


因为 Οι 是 环形 区 域 , 使 用 MG 算法 不 方便 ， 我 们 设法 把 
它 变换 成 为 一 个 矩形 区 域 ， 也 就 是 说 要 在 一 个 合适 的 直 交 变 
换 之 下 , 使 得 Οι ΙΑ AERE DOR 
Q, — (s, t) |O-cs 2m, 0t T 
HR. 这 个 变换 是 : 
[7 (1— t)eos (s), 
y— (1—Osin(s). 
我 们 可 以 把 它 想像 为 ， 把 环形 Q ἹΒ o RBE FRBI F, 
这 个 切口 的 上 、 下边 分 别 对 应 于 矩形 区 域 Q5 左 、 右 端 两 个 边 
XII 对 应 矩形 ΩΙ 的 下 边界 , Οι 的 拟 边界 就 对 应 01 
m p. 
在 此 变换 下 , Laplace S-F-(— ARREN 


z=(l~i)cos(s) T 


pm 


8.7 


— ο 


在 人 内 取 正 方形 网 格 , 算 子 (一 4) 按 5 点 差分 格式 雇 散 ， 


a - -ᾱ 
--Δμιμ”-|--ἱ 4 s (συ Y) € Can 
μη ΠΝ 
4 为 网 格 区 域 Qan WER. 


EQO, μμ ΡΤ h,—2m/ Νο h,—T/N,, 其 中 入 ,与 
N, KERK. 

记 9g 一 加/ 及 ， 网 域 为 人 Qs, H= On, Àj). Όωπο(θι t)» 

(s. 40€ Qin. (-- ΔΚ 
— Ahva E - 
—gq* (1 — jh, — h/2) 
-—— --- 7 LL -Σ Vd. Ui, 
hajh) 1—3h 1— 3^ 
—q*(1- jh, - h/2) 
其 中 是 周围 四 个 系数 之 和 . 

MG-8 算法 用 在 复合 网 格 上 时 主要 是 拟 边界 值 的 交 &. 
3558 ΥΠ) UP 在 Qu, 上 已 知 时 ， 通 常 采用 下 述 四 个 步 又 
， ΣΕΠΕ Sehwarz 交替 光滑 步 

(D 将 uw 各 之 值 插值 到 ΓῚ 的 离散 点 上 去 

2 在 ΩΙ, uL fe —3 9 B8, 得 到 vod 

(8) 将 2 之 值 插值 到 HARALI 

(4) E Qan LE— IRER, 得 到 uie, 

MG-8 算法 用 在 复合 网 格 上 时 , 我 们 规定 

(QD 稀 琉 化 方式 : 在 弛 与 9。 上 都 用 步 长 加 倍 的 方式 ; - 

(2 网 格 算 子 : 粗 网 算 子 与 密 网 算 子 的 构造 方法 相同 ; 
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He un 


~ 


C» JAIPAL: 采用 ΝΠ ΡΝ 

(4) fiib δε TECH, 1. dE δι 24 23 18] βῆ ARES TS 
(ZEBRA) (也 可 梁 用 红 - 黑 松弛 法 ); 

(5) 拟 边 界 值 交换 均 洒 书生 次 插 但 公式 ， 

进行 数值 试验 时 引进 了 两 个 参数 :7 表示 子 区 域 之 间 的 
TAKN ἐι XD. 至 了 的 距离 。 改变 这 两 个 参数 来 测试 
区 域 分 裂 的 几何 性 质 对 算法 的 影响 ， 表 8.3 列 出 了 不 同 参数 
对 应 的 收敛 因子 ， 其中 第 23、3 两 列表 明 对 MG-S 算法 而 言 ， 
收敛 因子 实际 上 与 和 刀 无 关 ， 其 至 对 很 小 的 “和 大 的 二 也 
如 此 ， 从 表 中 第 和 5 列 看 到 ,对 S-MG 算法 则 情况 不 同 了 , 它 
的 收敛 因子 对 * 和 妇 很 敏感 , 重 秋 面 越 大 , 收敛 越 快 . 


表 8.4 数值 计算 得 的 收敛 因 子 (7i 一 ?3 一 切 
MG-8 8-MG 


[420.0 I 0,.5 


0.057 | 0.060 


ο. 057 0.659 
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Schwarz 算法 的 收敛 速度 


1 5: Β 


Sehwarz 算法 是 区 域 分 裂 的 迭代 解法 的 总 称 ， 人 们 已 经 
知道 了 Sehwarz 算法 的 收 往 性 .人们 从 计算 的 实践 中 也 了 解 
到 它 的 收 合 速 度 是 与 区 域 的 分 裂 方式 有 关 的 ， 一 般 说 来 , 重 
玲 的 部 分 越 多 ， 则 收 伍 越 快 ， 但 是 从 未 得 到 重 琶 区域 的 大 小 
与 收敛 速度 之 间 的 精确 关系 . 因此 , 长 期 以 来 人 们 不 能 对 这 
一 方法 作出 正确 的 评价 . 

对 于 一 些 典 型 的 问题 ， 我 们 最 近 得 到 了 一 些 深 刻 而 有 趣 
的 结果 ， 从 而 正确 地 回答 了 前 面 提 到 的 这 个 一 百 多 年 以 来 未 
得 回答 的 间 题 ， 

我 们 先 介 绍 一 维 问题 , 然后 介绍 高 维 问题 ， 先 讨论 第 一 
边 值 问题 , 然后 讨论 Neumann 问题 。 最 后 介绍 加 速 Sohwarz 
算法 的 收敛 性 的 几 种 方法 . 


g2 — af ομως 


考虑 两 点 边 值 问题 | 
[»=- JU gey=f F Q- (z|0 c1. 


da? 
y(0) =a, y(1) =b, 
其 中 7 为 常数 . 
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(4) 


ΚΑ τι ΒΗ ΕΒΕ} ΓΙΚΒΙ. 
Ω,- {ο|ω{)-α-αβ, j=l, 2, m, 
其 中 aD -0, a —1, Hafn, nici cao, 

aij «aeo $1, 2, e, m~i, 
25 IECR Ji ΙΕ) ΜΗ (1) B BERI Schwarz 算法 : 
Jacobi 测算 法: 

Ly =f F OB, 
上 ac = pi aleh) ; yf» (aj) = κά. 
3-1, 2, =., m, --0, 1, 2, - 


(2) 


以 及 
Gauss-Seidel 型 算法 ， 
(Bio a, 
yi 11 (a) am yD (aW), ιν CP- νι (ας) " 
4-1, 2, =, m $-0,1, 2, = 
Jp y =a, 的 条 (一 2 不 随和 而 变化 ， 多 为 初始 猿 
测 值 . 
我 们 先 讨论 算法 OD. ic) INO v ^G). MEORE 
di ej? - y — yP, 它 满足 问题 ， 
ρα. CT 0,9, 
P (499) me (49), ej af) μια), 
j=i, 2, Us πο $70, 1, 2, 
X of (0) eat?" (1) -0, ef sy arii, 
ο το». 
ej? (a) r$? (aye? (a9) 3-09 Cw) ed (f?) 
Pex”, (5) 
j—1,2,-- m, $=0, 1, 2, © 


(3) 


(4) 


一 257 - 


$9 (0) — Sh g (a— 2$" ) /shq (e$? —a $9), 


其 中 rP (x) -Shg (s—25?) /shg (2j? —aj?), 
ma — e (a) =0, o 
不 难 证 明 , 有 


Ox (0) «1, O«rj? (w<, MXboC[aj?, αρ], (6) 
Ox τὸ tr P ll, 4 ος (αὖ, αφ), (7) 
由 (5) ~ (7) 得 | 
loft? (a) [mat ofa ή”) h leş KEP) lh 
j—1, 2, =, m, (8) 
此 即 最 大 模 原 理 ， 由 此 可 知 ， 为 了 研究 算法 ΜΙΚΗ, 
只 要 估计 误差 函数 eP (ο) 在 拟 边界 点 οὐ; 2$? 上 的 值 就 行 
了 .这 只 要 把 它们 写成 矩阵 形式 , Hiem GERD DEBET 的 谱 
FE p(T) 即 算法 (2) 的 收敛 因子 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 如 
下 特例 . | 
o μπα. 
|oafe(j$- DD, aj? = (52-1)/ (m1). 
这 时 有 0$ 2$ $2, 3, τν m—1, 


i se (si xu eG) - τς )- 
由 名 得 n 
| eH D που, ὁ--θ, 1, 2, ta | (9) 
其 中 于 为 三 对 角 和 矩阵 ， 且 对 角 线 元 素 为 零 ， RASEN. 
tnr P (I (m1), t, sacri ση) 
这 时 算法 (2) 的 收敛 因子 p(T) 有 信 计 式 ，  ., 
pes IT]; — max [rf? ($/ m4-1)) +r? G/ (iE Ώ )] 


= 26h (g/ (m4-1)) /sh (g/ (m HD- σα, 


(10) 
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在 二 般 情况 下 ,利用 (6) 与 7) 也 可 证 明 有 pCT) «1, 即 算 
i: COCA 
ΕΗΒ ΒΩ ORKI. ΗΝ, RARA of" (ο) V 
JE pn iat; 
[ced d OW, 
eft uti ej IX (ο), dr GP) nes P), 
7 ἐν δι oes ma $0, 1, 2, - ， 
Hopes 0o se τ (1) 5-0, ép la, }--1, 2, e, md, 
HURRA. 
问题 (1) 的 解 为 : 
ee — (ο) ΕΕ aH) 4m? (m) fa (299), 
aD aso, (12) 
j=1, 3, ==, a5 $70, 1, 2, += ΝΠ 
容易 证 明 , 最 天 模 原理 也 成 立 : 
1e ^" (e) | &max1 [ο (αγ) f, let af » 
rE [2;P, ag]. 


à Go RB EEG LED 实际 上 , 35 


ar) 


e= (οὐ ut), ej? (af), m «Peg, " ο), 
ΠΗ 
gUD-q* 4-0 1 2 ^" (8) 
HEPIE ipte T* 为 (n 一 1) 阶 下 Hessenberg 矩阵 : 
TJ" ο j=2 B s mhet B os j, 


JGERGUKe RR 
n r$? a) 
ti pEr P ars) r5 P (py «τ ων eftt 
cer? ops) JERE 
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Gauss-Seidel W Schwarz My (9) Bi AAT AE 1” 
的 说 半径 p. πο πο ὃν J=2, ὃν τν m—1, WA 


/ 、 
ἔνα = v Gri!) , | [ i rp (2534) . 
nar 


HARER (G), QD, Ber 


Sua L, j=2, 3, en M, (14) 
由 (13)、(14) 得 
eC) s< [Pa The, Q5) 
这 表明 Gauss-Seidel 型 算法 (3) 比 Jacobi 型 算法 (2) 收 
Sg do, 


当 m=2 时 ,算法 (3) 就 是 Schwarz 交 蔡 法 .这 时 有 收敛 
RT 
n shga shg(1—a(P) 
(Too 9a CO 
Waed, g>0 表 示 子 区 域 Qi ΠΩ; 重 等 部 分 的 
大 小 ， 则 (16) 可 改写 为 
m mhg — shg(1—af?—d) 
eT) shg(a$P td)  shg(1—s$") ` 
ΒΗ πε HUBER AY RAUS dp, ER PE p OTRA, 有 
aP — (1—4)/2, 
这 时 sP = (1+¢)/2, 


seglat) a. οὐ 


EREN ΧΕ χε Ἐ ΕΜΥ KU NAICEE TI ΧΜΛ 3977 

A, BU Qs «5 Ως 的 大 小 相等 时 ,Bohwarz 交替 法 收敛 最 慢 . 
这 里 关于 收敛 因子 的 估计 是 精确 的 ， 也 就 是 说 它 不 能 再 

改进 了 ， 如 (16)， 它 深刻 地 描述 了 gohwars 交替 法 的 全 部 收 
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HRE, 包括 收敛 速度 与 区 域 重 权 大 小 之 间 的 关系 ; 收敛 速度 
与 拟 边界 点 的 位 置 的 关系 . 

对 于 Neumann 问题 , 也 可 进行 类 似 的 讨论 ， 为 简单 起 
见 , 我 们 只 考虑 Sohwarz ZPE. 

考虑 Neumann 问题 ， 


αγ T O(s|0caci)N, 


ΠΠ (18) 


| Ly ~ di 
\ 


juna “8 的 "md 交替 法 ， 
Um 一 了 于 QW, 
(CEU C38) ae gf (wf DY, yj C*D (aj DY 一 y, j?), 
(19) 
3—1,2; $—0, 1, 2, 
νυν 
这 时 ,误差 函数 满足 问题 : 
Loj*0—0y Q,Bg, 
Lomas p) = - er? (e), ej ἘΠ (ΩΡ) = e, C (αὐ , 
(20) 
j=1, 2; $—0, 1, 2, 
其 中 e Dat DY = 0, eO (af?) =0, OGP Xp RAN [i] 
题 (20) 的 解 为 


ev (£) = Πο e, S? (αὖ) 


Ero. 


+1 eh t 
(D(a 2-23 n cs ei^ (op), (21) 
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ilo 1 οποία-- 1) e, 5? Cog v 34 
dir MN 
H (21) 5; (22) 8 


PI i Sh i Poo 

D (gg = το. el? (a (2), | (23) 
a « sh " —1) s 
e (aie? — PAR. e, 6? (gg. (24) 
K (23) (34) (X (21) 5j (22) 右 端 可 得 
GERD Ld oq n ex 9 (ο) 

ej D (a) 了 —p ΠΤ (eP), (25) 
ef (g) Ld s Gn, eX9 (ο) (26) 


q Shg(atP —1) 


sh org? sh g (219 — 1) 
其 中 sh gr? "sh qap —1) 


即 用 Sehwarz 交替 法 解 Neumann 问题 时 与 解 Dirichlet [ii] 
题 有 相同 的 收敛 速度 ， 


3 一 维 jn] 题 的 收 x 速 度 [75ΓΒΟ]Γ811Γ881[85 86)(87 ][ 88] 


: 考虑 一 维 Diriehlet 问题 
(^ — Aut g'u-f, F Q— (2,0 21,0 y 1), 
α|τ-ϕ, 三 为 加 的 边界 
(21) 
KER Ω 338 Ν m ΓΙΑ: 
Q,—((v, y) |vf? {ας αν, 0g —1), j=1, 2, ^, m, 
其 中 zf 一 0, apl JB exe, "P 
v) «αρ «αφι, ὃ--1, 2, »»», m-i, 
id Γρρ--{(α, y) ατα, 0 y«c1), Γ᾽--{(α, y) |es= 
af", Oc g-1Y, j=], 2, , m, "EA DP BUR TP XR Ω; 的 
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边界 . 
解 问题 (27) 的 Gauss-Seidel 型 Schwarz 算法 为 . 
I Df 3 QM, 
uj =p FE E, 
uj t P =u ο F D? 上 ， 
ujtÜ—ujucp Dy E, 
j=1, 2, =, m, ġ=0, 1, 2, + 
Apu =p, ua, u$ RREN. 
E (28) ze D$? Eit HA BEAR HER. 
uPD PIPE, (29) 
则 得 Jacobi 型 Schwarz 算法 . 
我 们 先 讨 论 Jacobi 型 算法 的 收敛 速度 . 
记 问 题 (27) 的 解 为 w', RE eft" ut u$, E, 
HIIRE eh (η, y) ΕΙ ο (03?, y) RE REN A: 


(0 (a ΝΡ umi aa 
[ner y)- X ausin kay, 3-1, 2, =, m—1. 
- ke . 


(28) 


0 4d 5 e οὐ ΝΗ A P 
| ο”, (οἱ P y) = ha 019, asin bog, 4 =2, 3, 2... M, 
k= : 


(30) 
则 可 求 得 误差 函数 为 : 
ej? (a 1) = Σ L^, r9 (o) af erel) ain kry 
| (31) 


j—1, 2, , m; δ--0, 1, 2, em, 


ri) - Te, (2) 30, | 
m YD a) =h 0, (2 — xj?) /sh Oila P, (32) 
ο. vL) =sh 8, (z — vj?) /sh 8 af — 25), 


yup hS S ER Eg?, 


i 


(e (γα, y) 2) sinkay, 
: (33) 
Ley Ges ψ)-- > bi sinkay, 
Η1:191)4:. 
ες = DP 十 (84) 


Line hin 22) afe rf ej 
k=1, 2, 8, «46-0, 1, 2, 
记 Ej = (ον a2, b$2,, »'' adi κα. ΝΥΝ aix), 
gir e (32) 55 (24) 43 
ESY ΠΕ, b—1, 2, 8, 44-0, 1, 2... (86) 
Hop Ty, 53 (9) rnit T ARDHE, 如 果 以 (32) 中 的 rj) 
IUS T PR (ο), s=1, 2. 
H (32) 可 证 得 ; 
0 το) «1, ος [ο a], s=1, 2, 
orf) rri) cts gE (op, a), (86) 
γα) «Tf o), k=1, 2, 8... 
由 此 可 知 
.. p(T) «1 (87) 
ii 
oT) p Ty), bi, 2, 8, "ος, (88) 
此 处 pCPa) 为 矩阵 T, 的 谱 半 径 ， 从 (37) 与 (38) 可 知 ，Jaoobi 
型 算法 收敛 , 且 其 收敛 因子 为 p(T1). 
对 Gauss-Seid9l 型 算法 (28), 其 误差 函数 为 ， 


ej (s, y) = D Ur Go) Hafla rj) ain Ry, 
(89) 


其 中 初始 误差 函数 为 


ejt (ας E y)- Sia, «Sin key, j= --1, 2, m —1, 
id P = (afk ag, ep c aix), 
由 (39) 可 以 证 明 
BED TR, k=l, 2, 3, +, (40) 


其 中 卉 与 (13) 中 的 矩阵 ZT*" 有 相同 的 构造 ， 如 果 以 (32) 中 的 
rf (α) ET" dp ri (o), s=1, 2, 


用 (36) 可 以 证 明 
ρα.) «ἰ (41) 
H 
pTi cp. k=1, 2, (42) 
HETA, Gauss-Seidel 型 算法 (28) 收敛 ， που 
eC. 


WU m=2 ΗΝ, Hp " Sehwarz 交替 法 ， χα 


"gh EE ον) sh./a].pg*(1— Γ΄ 
这 一 结果 也 是 不 能 再 改进 了 . 它 精确 地 描述 了 Sohwarz 交替 
法 的 全 部 收敛 特征 ， 包 括 收敛 速度 与 重 伏 区 域 的 大 小 及 拟 边 
界 了 名 与 了 9 的 位 置 之 闻 的 关系 . 
对 于 Neumann 问题 . 
— dut q'u-f 于 Q P, 
{2 =p FT E. 


应 用 Sohwarz XI. 


(44) 


— δι GP rg AD =f FOUR, 


θω τυ 
ο ποτ Ε, 

θα - δώ FIPE, (45) 
41) (Ὁ | . 

20 E TI L j=, 2, 


$—0, 1, 2, »'" 

ΠΡΙ (ου " . i u 

ÜR PEL 在 TP 上 为 初始 猜测 函数 ， 

üt infa e cat cuite TP ARER: 


EP, 9 ο, S focos kay, 48) 
k-i 


Oz 


则 误差 函数 为 

ag oh " 
τα, y) = Σ(Ξπ- Πρ cos skay), 
[. 


* bo D ςἩ Ωκ(α-- 1) ) 
GT) i . cos ἔπ 
(αν y) Σί Q, «πῷι(α8'--1) y 


(41) 


其 中 Quo Ga? eg?! 
ii 
D aj ch Qe" i Ὁ oh Q. (ot? — 1) 
cms rd weno «9 


由 (47) 及 拟 边 值 条 件 可 以 得 到 


ας ΤΌ = pra, pov = pb, f (49) 
shurt D , ShQx (2—1) 
其 中 ρω. "boys pO GrP — 1)" 


H (41). (48) (49) 18 
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HD NS uu chu 
etn = » «ΡΤ. 一 -- — ποῦς ἔστ ` 
k=l eh Geri 


Σ ... DEF 

ο ο 

LN uH po ο). "ED ch Q: (z — 1) 

CPU Ὁ Wins didi 

因 pi JE ERROR RE C, MORE Noumann 问题 (44) 的 
Schwarz 交替 法 的 收敛 因子 为 

. shva” ES σσ) shat + (ως - Ὁ (89) 


PU ehm ΠΠ "Sh/a 3 f που 1) 


443) Veg HD, 它 与 解 Dirichlet 问题 时 敛 速 相 同 . 
HF n 维 问题 ， 采用 类 似 的 分 析 方 法 可 以 证 明 Sehwarz 
获 昔 法 的 政 敛 因子 为 


PU Τη”. Fg Fg 
 Sh«/(n— 1}α ca οὐ 


cos kay, 


ΠΣ kory 


cos Ex y. 


EM mI mg Gn? —1) 

ην (n= i)a” tg" (o£ -- 1) ᾿ 
将 它 与 (16)、(50) 比 较 就 可 看 出 Schwarz 交替 法 解 高 维 问题 
时 的 收敛 速度 比 解 低 维 问题 时 要 快 些 . 


. $4 加 速 Sehwarz 算法 的 方法 re 


有 儿 种 加 速 Sehwazz 竺 法 收敛 性 的 方法 : TET. 
敛 因子 ; 采用 混合 拟 边界 条 件 ; 采用 外 推 技 术 ， 

(Ὁ 氢 边 界 松弛 法 

考虑 模型 问题 


dd (61) 
u=p FT E. 
算法 : 
10.9 =f 于 @; 内， 
wy 一 0 FT E, 
651) (52) 


i+1) i) f. € = ΓΩ) ῃ. 
uj P uj? ων --ι 1) rp, 

GA) LL GU 6 G-DNuaL pum. 
uj —u eji uy nr, 
j-4, 2, m d—0, 1, 2, 8, -.. 


Xp ui =p, tamps uj, uy PERAR TP ΓΡ 上 为 
初始 猜测 ，w; 为 松弛 因子 ， 当 wj 二 1 Bp, (52) BUE, Gaus- 
Seidel 型 Sehwarz 算法 (28). 

U m=2, 0 为 常数 时 ， 若 记 Behwarz 算法 (0@3y=1) 的 收 
AATA o, 则 有 最 侍 松 弛 因子 为 


0,5, (BV p eosl (sd-4x)/8), (63) 
Map ο ους το 
Foi = 3 (eog 1) / oy, (54) 
ERRAT, SA ω,(}-1, 2,，…, m) 最 佳 仍 是 
一 个 没有 解决 的 问题 . 


(2) 混合 拟 边 界 条 件 伦 弛 法 
另 一 种 引入 松弛 参数 的 方法 是 采用 混合 拟 边 界 条 件 . 为 
简单 起 见 , 这 里 只 讨论 一 维 问题 


3 


Ty- 4 T -ϕγ--ῇ F Q= (z|0-22-1), 
| y(0) =a. y(1) =b, 
我 们 用 下 述 算法 来 代替 Gauss-Seidel 型 算法 (3); 


(3) 


Lyp” =f F Ω, 内 ， 
dyj*» 
| e(Pyf t» dj? 一 此 一 
dyip 
πο ta Foo t, (ὔδ 


dyft? 
ο γη) aP 4 


sopua ο... 
$—0, j=1, 2, =, m, 
i=], j=m—1, γι--2, =, 2, 1, P — yin, 
其 中 οὐ, di? (6-1, 2, j—1, 2, … m) AREAS 


vs P gese (j=, 2, τν m—1) Jj) {8 38 


np DUEB], 若 选取 松 好 参数 , 使 得 
[^ oPh ga$P? dig eh qef —0, 4—2, 8, «m, 
cHsh qa? 4-d?'g ch ga? —0, 4—1, 3, e, m—1, 
(56) 

RE COUP ο ο 

对 于 高 维 问题 , 采用 类 似 的 算法 ， 虽然 两 步 之 内 不 能 保证 
得 到 问题 的 精确 解 , 但 可 消去 误差 的 低频 分 量 , 有效 地 加 速算 
法 的 收敛 . 

(3) 外 推 技术 

假设 用 Schwarz 交 殖 法 得 到 近似 解 序 询 u ,其 误差 把 
Ἂ e'9 —ut — «9, 其 中 作为 问题 的 精确 解 . 若 存 在 常数 o 1, 
使 得 g 1) = pge”, huj 


«o l1 μάθε. ρω 
u 1-p" Γ-Ῥ u, (87) 


[| dn, 对 于 一 维 问 题 (1), 由 (16) 知 有 


(+4) sh ga? ,sh'g (1—29) (D. * Pa 
6 sh dn ‘hg (Tn) e =p (Pe, 


4 ut D o Cm (4) 
故 得 u 1 ΠΠ u μα p(T* w^, 


) 
即 迭 代 两 步 得 到 问题 人 1) 的 精确 解 . 

对 常 系数 一 维 两 点 边 值 问题 ， 省 常 我 们 都 可 以 应 用 此 法 
να, SNE NE 即使 是 原来 的 算法 不 收敛 
(10151. 

对 于 二 维 问题 (27)， 应 用 带 混合 氢 边 界 条 件 的 Sohwatz 

ἈΚ ἘΠΕ, 车 选取 参数 e(2 = Q, dq 一 工 e$? =i, d? --0, ΠΒ 
Pdo) = 一 1， 这 时 ， 根 据 (97), RELA 2D BITE [9 Βα 
(21) 的 精确 解 


w= CD 二 wa/2. 


$ 5 对称 区 域 分 裂 法 [ee [71], C76), rr), 893, (100, (101] 


前 面 我 们 讨论 的 区 域 分 裂 法 都 是 带 有 重 全 部 分 的 ， 其 解 
法 都 是 迄 代 法 ， 这 一 节 我 们 讨论 一 种 特殊 的 不 带 重 杰 的 区 域 
分 裂 法 ， Tj Η 4 BUS RE ECRANS. | 

为 了 说 明 方 法 的 实质 ， 我 们 先 考虑 一 个 最 简单 的 问题 : 

d*y 


- ο -f F Q- {e|0<e<1}, 
P πα, 44) =b, 
将 如 分 裂 为 两 个 对 称 的 子 区 域 . 
Q --(αἱθ«ο- 1/25 Q= t ο) 5- gea]. 
”引进 下 述 算法 : 
— 909 一 


(68) 


首先 求解 两 个 子 问题 . | 
diy 
ds Τάι P, 
| 4/70) =a, (59) 


qU/2) = U0 (1/2), 
Ji 2505 


=f T Q μὴ, 
|o 2 mi =b, (60) 
gu /2) —3/9 (1/2), 
然后 再 解 两 个 子 问题 : 
AO - 
7 "da? =f 于 ΩΙ 内 ， 
y” (0) =a, ^R1) 
dy 9 | VA) 
^ de de ^" 
=f F Qa 内 ， 


sm =b}, (62) 
aa Q2) - d Q2) 


ien 


其 中 y? (1/2) MER AA RH RR oap ^ 与 Ὁ 
do - 1/2 ΚΕΑ [4 IRN IERA ENA DI 

记 问题 (58) 的 精确 解 为 gr REH 

6 一 久 一 %0 于 全 L, E” =y" Ώ, EL 则 误差 满足 
问题， 


de 


| da Ξ0 Τι, 


e? (0) --0, 
e ? (1/2) = ®(1/2), 
— $971 一 


δια) 
rm El Qa 内 ， 


FT =0, 
EO (1/2) = (1/2), 


Agd 


E =0 TFA W, 
及 s? (0) -0， 
E de?(1/2) αἱ ^ (1/2) 
dr , dz , 
{53} a 
| da? -0 T 2. Wi, 
ΘΘ(Τ) =0, 
dEC (1/2) de9(1/2) 
dz v dz M 
解 之 ， 得 . 


e? (2) =200(1/2)%, EX (2) 2269 (1/2) (1— 2), 

e? (a) = — 999 (1/9)o, E (a) — —20'? (1/2) (1— x), 
πως ο BOR ο ο ο... 
«? (2) e — 9G) F D, R EO(e) =E”) F Da KRN 

称 它 为 误差 对 称 原理 。 根据 这 一 原理 ， 可 得 问题 (58) 的 精确 
E. | 


ΕΟΟ ο E, 
yo m i£9())/230 E, O 
对 于 二 维 问题 
-=f T Qn, /)θ-«ο-1, 0<y<1} 内 ， 


我 们 将 区 域 虽 分 裂 为 对 称 的 两 个 子 区 域 ， 
—$923 一 


acie yos. oy], 


0,- [G. 03 iem, oui]. 


记 拟 边界 为 D' ΩΩ 0. 
对 称 区 域 分 裂 算 法 如 下 , 先 解 两 个 子 问题 ， 
一 -DD= 了 于 内 ， 
|. ο”... 
(uU mur 1" p,9-—1, 2, 
fd SPA F8] Bl 
-- Au? —f y QW, 
5 =p 于 Ir, 
ar LA TOI" BG, ὁ, j=1, 2, 
Hop EDUISUEI uw C) 是 任意 全 的 连续 函数 , WR 
u'9 (05 =p i 0)s5 w9 (1) =p ($ 1). 
Ac pi xg Ro a T TIRE (64) ΜΗ 
. (ut (e, g) tu (n, y)/2 3 01 E, 
ut (e, y)-— [eia y y) Eug G, g))/2 3 5, E. 
这 一 原理 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 . 
考虑 二 阶 线性 偏 微分 方程 : 
| lu-f yop, 
u-pTl-090Fr. 
EKRA 关于 对 称 , 算 子 三 关于 区 域 分 裂 对 称 , 即 
Taule) = Lula’), YoE αι, a = (ds, 
其 中 必 是 z 关 于 7" 的 对 称 点 . 
定理 9.1 (958, 1987), ΙΒ (05) 的 解 为 


(66) 


(66) 


NIC 4/2 1 04, 
C dass uf /2 E Qs, 
Hop ui^, 3 2) 为 下 述 问题 的 解 . 
PfP, 
P=p PI k, . (67) 
ἜΣ 1" E, 
" Iu =f T 98, 
eu (68) 
Ou θα 


E» V I" Bj 


其 中 mn 是 六 "TA g 为 任意 的 连续 函数 . 
误差 对 称 原理 已 被 推广 为 更 一 般 的 形式 ， 且 有 诸多 应 用 ， 
下 面 介绍 进一步 的 结果 : 对 称 化 原理 ， 
. "dd ec D'SER BS α', Big 
f G) = GG) Hf i5)/2, f i) = (G9 - £(7)/2. 
EE 9.21, 195). EE (65) 的 解 为 
ve" [7 7n (OT Ω E, 
u* (a) du (SF Qs E 
«ην Ἑ α 分 别 为 下 述 子 问题 的 解 : Ὦ 


(69) 


Lut -f* T Qi Pj, 
en TIE, 
at o T P 上, 

Iw =f F Q.V, 
e FT E,- 

ιο", 


上 述 结果 还 可 以 推广 到 高 阶 线性 偏 微分 方程 。， 此 外 ,对 
— 4 一 


于 离散 的 问题 相应 的 结果 都 成 立 ， 


$6 区 域 分 裂 法 的 发 展 [991 


KROA (DDM), Domain Decomposition Method, 有 
许多 优点 ， 如 区 域 分 裂 方 式 的 任意 性 、 区 域 分 裂 后 物理 问题 
的 数学 描述 的 多 样 性 以 及 问题 求解 方法 的 灵活 性 ,. 因此 它 已 
成 为 大 型 科学 计算 问题 的 算法 设计 的 重要 方法 .有 关 文 献 日 
渐 增 多 (5902 ， 特 别 是 从 1087 年 起 ， 每 年 召开 一 次 区 域 分 
裂 法 国际 学 术 会 议 , 越 来 越 多 的 人 投入 这 一 领域 工作 . DDM 发 
展 到 今天 ， 它 已 不 再 是 一 个 单纯 的 计算 方法 甚至 一 类 计算 方 
法 ， 而 是 问题 求解 一 整 过 程 的 思想 与 方法 的 集成 ， 特 别 是 并 
行 计算 机 的 出 现 , 它 就 成 了 并 行 算法 设计 的 一 种 DAC(divide 
and conquer) 策略 《分 而 治 之 ) [79], T5733, [o9 

DDM A Rp ART. (0# EAN EK RARA (DDM- 
1)，(2) 不 带 重 又 的 区 域 分 裂 法 (DDM-2)，(3) 带 虚拟 成 份 的 
区 域 分 裂 法 (DDM-83). 各 种 类 型 又 有 多 种 形态 离散 的 区 域 
2 HE CDDDM 或 DM) 或 网 格 区 域 分 裂 法 (GDDMD) , 4s [8145 
AA (SDM). ATHAN (ODM) 以 及 系统 分 裂 法 (SyDM). 

DDM 是 上 个 世纪 六 十 年 代 由 德国 数学 家 H. Schwarz 为 
解 复 杂 区 域 上 的 偏 微分 方程 而 提出 的 最初 用 来 证 明 两 个 凸 
区 域 的 和 上 的 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 . 后 
来 被 称 为 Sehwarz 交替 法 , “号 号 发 展 到 今天 就 形成 了 第 一 类 
区 域 分 裂 法 (DDM-1) 及 其 离散 化 形式 ΕΜ, δή 
DDM. 本章 $ 2~.$4 中 讨论 的 就 是 DDM-1 的 收敛 性 理论 . 
这 些 理论 与 方法 几乎 可 以 平行 地 移 到 DPM-1 KATI 由 力 
学 总 的 子 结构 法 (substruoeturin method) 发 展 而 成 的 第 二 类 
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TX μὲ 2} SHE (ΠΡΜ-.9) 及 并 离散 化 形式 D?M-2 RE AGE δή 
DDM, $5:pHE {414 EROR E θὲ αὶ T DDM-2, 
1810 年 , 0. Neumann?" 应 用 .Sehwarz 的 思想 设计 了 一 种 求 
两 个 区 域 之 交 上 的 Dirichlet 问题 的 交替 法 ， 后 来 被 称 为 
Sehwarz-Neumann TE, 它 发 展 到 今天 就 形成 了 第 三 类 
区 域 分 裂 法 (DDM-38) 及 其 离散 化 有 形式 DM-2, Rai E RUR p 
HERIR. 上述 三 类 方法 还 可 以 混合 使 用 . 

在 并 行 计算 机 前 期 (1972 年 以 前 )，DDM 主要 是 用 来 求 
解 复杂 区 域 上 的 椭圆 型 方程 以 及 混合 型 方程 . 或 化 繁 为 简 , 或 
以 简 代 繁 ， 以 便 分 别 采用 正规 区 域 ( 如 和 矩形 区 域 、 圆 形 区 域 
等 ) 上 的 有 效 算法 与 软件 来 处 理 复杂 区 域 上 的 问题 或 区 域内 
部 不 同 局 部 的 特殊 问题 中 在 并 行 计算 机 中 期 (1982 年 至 现 
在 )， 即 MIMD 计算 机 (多 指令 流 多 数据 流 计算 机 ) 的 发 展 
pT DDM 则 成 为 把 大 再 科学 计算 问题 “映射 "到 多 处 理 
机 系统 上 去 的 一 种 ΑΟ 策略 而 受 重 视 ， 因 此 得 到 迅速 发 民 . 
在 此 双重 背景 下 来 研究 DDM 就 有 着 特别 重要 的 意义 ， 

DDM-1 及 D*M-1 是 构造 MIMD 并 行 计算 机 的 异步 并 行 
算法 的 基础 sa” ， 它 有 许多 优点 。 第 一 ， 据 此 形成 的 异步 
迭代 法 在 多 机 系统 上 应 用 时 具有 良好 的 “算法 容错 性 ”， 即 计 
算 过 程 中 协作 机 之 间 的 通讯 偶然 出 错 会 被 算法 自动 修正 ， 对 
最 后 结果 的 正确 性 没有 影 喧 . 第 二 , 据 此 形成 的 多 个 进程 之 
HRA BARE”, 即 计 算 过 程 中 协作 处 理 机 之 间 ( 或 进程 之 
闻 ) 只 项 交换 地 区 域 的 拟 边 界 上 的 信息 ,所 以 机 间 通 讯 开销 极 
小 ， 第 三 , 据 此 形成 的 算法 在 MIMD 计算 机 上 实现 混乱 松弛 
《chaotie relaxation), 进程 之 间 无 须 彼 此 等 待 , 故 “ 同 步 ”开销 
极 小 ， 第 四 , 由 于 它 的 分 裂 方式 的 灵活 性 : 形成 进程 的 数目 可 
多 可 少 ; 任务 的 粒度 (granularity) 可 大 可 小 ， 其 至 可 以 在 计 
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筑 过 程 中 进行 动态 调整 ， 形 成 自 适 应 算法 以 保持 系统 的 负荷 
平衡 (load balancing), 提高 多 处 理 机 前 效率 ， 这 类 算法 已 在 
MIMD 计算 机 上 有 效 地 实现 (ete81. 

DDM-2 及 D*M-2 主要 是 用 来 构造 MIMD 计算 机 或 
SIMD 计算 机 ( 单 指令 流 多 数据 流 计算 机 ) 上 的 同步 并 行 算法 . 
现 有 文献 集中 在 研究 D*M-2, 采用 子 结 构 消 元 法 , 先 消去 子 区 
域内 网 点 上 上 的 未 知 量 ， 再 解 拟 边界 网 点 上 的 未 知 量 组 成 的 低 
阶 方程 组 , 然后 回 代 求 出 各 子 区 域内 网 点 上 的 解 . 如 果 拟 边界 
网 点 上 的 方程 组 也 采用 直接 方法 求解 ， 则 无 需 考 虑 算法 的 收 
SE, 故 可 用 来 处 理 很 广泛 的 一 类 线性 问题 . 在 它 的 实施 过 
程 中 , 人 们 往往 不 进行 显 式 消 元 , 而 是 采用 选 代 法 解 拟 边 界 网 
点 上 的 方程 组 ， 如 预 条 件 共 斩 阐 度 法 ，D8M-2 的 缺点 是 难于 
有 效 地 应 用 于 具有 复杂 边界 的 一 些 问题 的 并 行 求解 ， 不 仅 程 
序 编制 比 D*M-1 复杂 ， 而 且 不 具有 算法 容错 能 力 ， 此 外 , Ἢ 
法 在 并 行 实施 时 的 间 步 开销 也 较 大 ， 有些 学 者 也 在 研究 
DDM-2 5j D!M-2 的 选 代 解 法 , 但 目前 还 看 不 出 来 它 比 DDM 
-二 有 什么 优越 性 5 

研究 DDM-3 及 DM-3 的 工作 比较 少 ， 刘 容 辉 等 co y 
证 明 DDM-3 与 DDM-1 有 间 样 的 收敛 性 态 ， 苏 美学 者 在 
D*M-3 方面 作 了 一 些 工作 Cacyrtse)， 

实际 应 用 DDM 时 ; 可 根据 被 解 问题 的 性 质 以 及 计算 机 
结构 的 特点 混合 使 用 上 述 三 类 方法 ， 


考 x 献 


Selrwarz, H. A., Über einen Grenz bergang durch altornirende: 
Verfaren, Ges. Math., Abhandlungen, Bd. 1, Berlin, 1870, s. 1333— 
143. 

Picard, E., Traite d'analyse, T, 2. Paris, 18911896. 

Picard, E., Mémoire Sur Ja theorie des équations aux déóriveós 
partielles et la méthode des approximations successives, J. Math., 
pures et appl., ser. 4, 6(1890), 145-510. 

Honroponuu, JI. B., ΕΡΗΠΟΡ, B. A., ΠΡΠΟΙΗΙΚΘΒΗΜΘ Merogh ΒΜΙΟΠΙΘΓΟ 
aualsmsa. M.-J, PuswaTrus, 1969. 

Co65ozen, C. T., AxropudM 1Bapria B ΤΘΟΡΣΗ ΥΠΡΥΤΟΟΤΗ, IAH coop, T 
IV(XIII)1936, Νο, 6, 236/238. 

Kang Tishan，The Schwarz algorithm, Wuhan Univexsity J.. 
(Natural Sience Edition), Special Issue of Math, (1) 77-8: 
(1981). 

康 立山 ,Sehwarz 交替 法 的 推广 ， REA ΑΡΑ 1979 4 5 
VIR 11-23. 

Linden, J., Mehrgitterriahren für die Poisson-Glalehung im Kreis 

und Ringgebiet unter Verwendung lokaler Koordinaten. Diplom r- 

biet, Institut für Angewandte Mathematik, Universität Bonn, 1981. 

Alugower, E, Τι, Applieation of a fixed point search "algorit nf to 
nonlinear boundary valge, problems: havińg several solutions. Fi: οἱ 
Points Algorithms and Applicatipn, Edited by 8, Karamay | ium 

Academi press, 1977, 87111. 

Sinutentyer D. R., Numerical implement.tion of the Εντ, 
aMerriting procedure for clliptie pirtial diferentia) — ejt itions, 
SIAM J. Numer. Anal. Vol. 10, No. 2(1973;308~ 320. 

Bi SiL BE, ΕΤΗ, Behwarz 算法 及 其 在 分 布 式 并 行 处 理 机 上 的 应 用 (IY》- 
解 奇 异性 屈 贺 章 边 值 问题 ,分 布 式 并 行 处 理 系统 探索 ,103~1414, 武汉 大 
学 出 版 社 , 1984. 


— 98 — 


18] 


[13] 
[14] 
15] 
[16] 
[ΠΤ] 


[18] 


[19] 


[20] 


[21]: 


[22] 


[39] 


[24] 


Ahmed, S., Lazer, Α, C. and Paul, J, L., Elementary critical 


point theory and perturbations of elliptic boundary Value problems 


at vesonance (preprint), Indiana Univ. Math. J. 25 (1976), 993— 
944. 

Akin, J, E., 局 部 奇异 性 的 计算 方法 ， 应 用 数学 与 计算 数学 ，1983 年 第 
一 期 ,42~48. 

Greenspan, D., Diserete Numerieal Methods in Physics and 
Engineering, Academic Press, 1974, 208 227. 

Thomasset, F,, Numerical solution of Navier-Stokes equations: by 
finite element methods, Lecture at the Von Karman Instituto, 
Computational fluid elynamie course, V. K. I. Rhode-Saint-Geneso, 
Mareh 1977. 

Benazeth, J. C., Resolution des equations de Navier-Stokes station- 
naires par une methode d'óléments'finis mixtes, These de 3 ecycle, 
Paris, VI, 1978, s 
康 立 山 , REE Epit, Schwarz 算法 及 其 在 分 布 式 并 行 处 理 机 上 的 应 
用 (II)- 解 弱 非 线性 椭 画 边 值 问 题 ， 分 布 式 并 行 处 理 系统 探索 807.91, 武 
汉 大 学 出 版 社 , 1984. 

RU, BR SEE, Sehwarz 算法 及 其 在 分 布 式 并 行 处 理 机 上 的 应 用 (J1I)- 
解 二 维 定常 Navier-Stokes 方程 , 分 布 式 并 行 处 理 系统 探索 92~101, R 
汉 大 学 出 版 社 , 1984. 


Ostrowski, A, M., On the linear iteration procedures for symmetric 


matrices, In memory of Fabio Conforto(1958). 

Hilbert, F., Numerical Solution .of Some ποπ]θατ problems, Ap- 
plication to physies and technique, ISNM 87 Birkhüuser | Vorlig 
Basel und Stutigart, 1977, 227-248, 

Southwell, R. V., Relaxation Mathods in Theoretical Physics, 
Clarendon Press, Oxford, Vol. 1, 248pp., vol. 2, pp. 250-5228. 147, 
241. y 

ΜΜΟΟΒΟΚΗΣ, A. Π., O czopauocta Meroga J. B. Hamropommua poiuomua 
dymEngonaibHHX γραβηθηπἥ H ero mpmwegógus, Ἴομα. AH CCOP, 1950, 
70, J& 4, 565—586. . . 
Behryex, N. L., Newion's method for. convex nonlinear. elliptic 
boundary value problems, Numer. Math., 1Τ(1071) 884—300. 


王 烈 衡 , 非 线性 椭圆 边 值 问题 的 牛顿 选 代 法 ,《 计 算数 学 > 第 三 期 ,Nd 加 
— 819 — 


[25) 


[96] 
[27] 


[28) 


[39] 


[30] 


(D 


[95] 


[95] 


[34] 


[15] 


(86) 


1981, 320—328. > - 

Hageman, L. A., Porsching, T, A., Aspeets of nonlinear block 
successive overrelaxation, BIAM J. Numer, Anal. 12(1975), 316~ 
335. 

王 德 人 , 非 线性 方程 组 解法 与 最 优化 方法 , 人民 教育 出 版 社 (1979)， 04 
74. 

BRR, REGIE EE] PEEEU SEHE RA E ER CS E , 高 等 学 校 计 算数 学 学 报 
第 一 期 ，1980, 714. 

Marchuk, G. IL, Iliin, V. P., Parallel Computations in grid 
methods for solving mathematieal Physies Problems, Information 
Processing 80, 8. H. Lavington(ed.), North-Holland Publishing 
Company, IFIP 1980. - 

Pegopenko, P. I. PezagcanmouuBit Merox Pememsa  pauHocTBMx 
SIILTHjOCEHMX ypabHeHui, xBMmMd, 1, 5(1961), 922-927. 

Fedorenko, R. P., A relaxationm ethod fov solving elliptic differencs 
equations, U. B. S. R., Oomputational Math. and Math, Phys, 1 
Νο. 5, pp. 1092—1095, 1963. 

Bakhvolov, N. B., On the convergence of a relaxation method with 
natura! constrains on the elliptic operator, V. fS. S. E. Computational 
Math. and Math. Phys, 6 No. 5, pp. 1017-185, 1966. 

Brandt, A., Multi-level adaptive technique (MLAT) for fast 
numerical Solution to boundary value problems, proceedings third 
international conference on Numerical methods in fluid mechanics, 
Paris 1973 (H. Cabannes, R. Teman eds.) Lecture notes in physics, 
18, pp. 827-89. Springer-Verlag, Berlin, 1973, 

Nicolaides, R. A., On the I* Convexgeneo of an algorithm for solving 
finite element equations, Math. Comp, 81, 892-906 (1977)-on 
multigrid convergence in the indefinite engo, Math. comp., 38, 1082 
~1086(1978). 

Hackbusch, W., Multi-grid convergence theory, Lecture notes in 
mathematics, 960, 177 ~219. 

Brandt, A., Muligrid solvers on parallel computers, Elliptic 
Problem solvers (M. H. Bchultz.ed.), pp. 39--84,. Academic Press, 
New York NY 1981. 

Stüen, K., Trottenberg, U., Multigrid method, Fundamental 


[31] 
[38] 


[39] 
[40] 
[41] 


[42] 
[43] 


[44] 


(451 


[46] 


[47; 
[48] 
[49] 
[50] 
[δι] 


[53] 


algoritium model problem analysis and applications, Leeturo notes in 
mathemaiies 960, 15110, Springer-Verlag, Berlin 1982. 

水 德 纯 , 康 立 山 等 ,分 布 式 并 行 处 理 系统 探索 ,武汉 大 学 出 版 社 ,1984. 
Ortega, J. M., liheinboldt, W. C., Iterative solution of nonlinear 
equation in several variables, Academic press, 1970.〈 有 中 译本 ,多 元 
非 线性 方程 组 选 代 解法 , 科学 出 版 社 , 1983). 

Bd. KEM, mB 矩阵 计算 和 方程 求 根 , 人 民 教育 出 版 社 , 1919. 
Brandt, A, Multi-level adaptive techniques (MLAT) T, The 
multi-grid method, Researeh report, RO 6026, ΤΕΜ T. J. Watson 
research Qenter, Yorktown Heights, ΝΥ, 1916, 

Brandt, A., Multi-level adaptive solution to boundary-value 
problems, Math, Comp. 81, pp. 3337-390, 1977. 

KAER, C. D, TAERE, PRERE, 1964, 

Dryja, M., A decomposition method for solving finite siement 
equations, Inf. Uw. Report, Nr, 122. University of Warsaw, 1983. 
Glowinski, R., Periaux, J. and Dinh, Q. V., Domain decomposition 
methods for nonlinear problems in fluid dynamics, Report 147 
INRIA, Le Chesnay 1982. 

Hackbuseh, W., The fast numerical solution of very large elliptic 
difference schemes. J. Inst. Math. Applies. 26, 119~132, 1980. 
Hackbusch, W., Local defect correction method and domain 
decomposition techniques, Defect correction method, theory and 
apptications, 89~113, 1984. 

Starius, G., Composite mesh difference methods for elliptic boundary 
value problems, Numer. Math., 28, 243-258, 1977. 

Bjôrstad, P. E., Widlund, Ὁ, B., Bolving elliptic problem: on 
regions partioned into substructures, (to appear). 

Hwang, K., Briggs, F. A., Computer Architecture and parallel 
processiing, McGraw-Hill Book Company, New York, 1984, 
Chazan, D., Miranker, W., Chaotic relaxation, Linear algebra and 
iis applications, Vol, 2, 1969, 199—222, - 

Donnelly, J. D. P., Periodic Chaotic relaxation. Linear algebra and 
its applications, Vol. 4, 1971, 1177-128. 

Miellou, J. C., Itérations chaotiques à retards Comptes rondus, 
Acad., Sci. Paris, 278, serie A, 057 —960(1974). 


— 381 — 


:[833 + Baudet, 6. M., Asynchronous iterative methods for multiprocessors, 


J. AOM, 35, 2. 226--244 (1918). 


(543 4 Tarazi, M. N. El -Contraction et order- paritiel pour l'étude 


?obeg'algorithmes synehrones et asynchrones en analyse numérique Thése 


Yr 


[55] 


[64] 
[65] 


[66] 


? Université de Besancron, 1981, 


Anwer, M. N., El Tarazi, M. N., Asynchronous Algorithms for 


:$Cpoisson's equatión with nonliear boundury conditions, Computing, 
'84, 155~168 (1985). 


Kung, H. T., synchronized and asynchronoas parallel algorithms for 


multiprocessors, In algorithms and complexity, New directions and 


recent results, J. F, "rub, ed., Academic press, New York, 1976. - 


lioxomaen, C. Π., O sagawe Japuzie ng ypasuerma JU -—U?, ΠΛΗ͂ 
CCCP Tom, 134, 4(1960), 769—772. 


: Wigley, N. M., On a method to subtruct off a singularity at a 


Corner for the Dirichlet or Neumann Problem. Math, Comp., 23 


- (1969) 395-401. 
杨 海 刚 ， 多 层 网 烙 算法 的 异步 并 行 化 ， 武 汉 大 学 ， 数 学 研究 报告 ，19 


(1985), 58--61. 


Evans, D. J., (Ed.) Parallel processing sysi ems, Qambridus 


University press, 1982. 

ΒΕΠ, Sehwarz 交替 法 的 推广 ， 武 汉 大 学 学 报 ， 自 然 科学 版 ，No. 4 
(1979), 1123. | 
RVU, 解数 学 物理 问题 的 异步 并 行 算法 ， 数学 物理 学 报 , No. 3, (1983, 
483 ~ 494, 

Bdn MBH, RAR, 94848, Schwazz 算法 及 其 在 分 布 式 并 行 处 理 
机 十 的 应 用 (了 - 解 线性 椭圆 型 边 值 问题 , 分布 式 并 行 处 理 系统 探索 , 武汉 
大 学 出 版 社 , 4984), 7L~79. 


RML IMRI, BKE, Schwarz 算法 及 其 在 分 布 式 并 行 处 理 机 上 的 应 


用 (V)- 解 非 定常 数学 物理 问题 ,分 布 式 并 行 处 理 系统 探索 , 武汉 大 学 出 


,版 社 , (1984), 115~129. 


Sun Lo-Lin, Quau Hui-yun, Schwarz-Projection method for solving 
some nonlinoir P. D. E.s, in Parallel Algorithms and Domain 
Decomposition Kang(Ed), (1987), 265-278. 

FeIS EOS POSU IRURE SIE 2E ΕΤΕΙΙΩΙ ΕΙ, (15 Β 36) «p Flo, Vot. 8 
(1990), No. 1, - 


— 989 — 


[791 


[807 


EET, ΡΕ, BEACH TERNI INTR 化 方法 ， «x Rig», oNoL 3 
(1989), No. 1, 79-84. : 5 

康 立 山 , 孙 乐 林 , ERLE, 解数 学 物理 问题 的 异步 并 行 算法 ,专著 ， RAR 
版 社 , 1985) "a 


VER, HIT ο... 分 裂 法 ， 并 行 算法 学 术 会 说 论文 


Æ, (1988), 425436. : f 


ΣΑΕ, FH Séhwarz-Neumanh 方法 解 两 个 相交 图 区 域 上 Dirichlet 问 


题 的 收敛 因子 ,并 行 算法 学 术 会 议论 文集 (1988), 487-443. 01 
邵 建 平 ， 区 域 分 裂 法 对 模型 问题 的 收敛 性 ， 并 行 算法 学 会 议论 文集 ， 
(1988), 444—455. can 

Bé zii, BL DR, 并 行 算法 简介 (上 ) ,数值 计算 与 计算 机 应 用 , V οἱ. 9, No. 
3(1988), 169177. 


` Bez, IRRD, 并 行 算法 简介 (下 ), 数值 计算 与 计算 机 应 用 ， Vol. 9, No 


4 (1988), 245-252, 


BEL ΕΙΡ, JECHT PURIS RD RTA, 并 行 算法 学 术 会 议论 文 


集 (1988), 1~14, 


MHAR, RE Schwarz 算法 的 收 化 速度 ,应 用 数学 与 计算 数学 ;入 01; 9, 
(1988), 5967. n 
WEP RZL, 求解 透 射 问题 的 双 对 称 区 域 分 裂 法 ， 并 行 算法 学 术 会 议 
论文 集 (1988), 235-241. » 


1 “ 吕 涛 ， 对 称 区 域 分 裂 算法 的 改进 与 推广 ， 并 行 算法 学 不 会 议论 文集 ， 


(1988), 87~92. 

Kang Li-shan, Chen Yu-ping, Sun Le-lin, Quin Hui-yun; Tho 
asynchronous parallel algorithms S-OOR for solving P. D. E. "s on 
multiprocessors, International Journal of Computer Míátherdities, 
Vol. 1 (1985), 163—172. : 

Evans, D. J., Kang Li-shan, Shao Jian-pisg, Chen Yu-piig The 
convergence rate of the Schwarz alternating procedure (I)-Fosono- 
dimensional problems, International Journal of Computor 
Met»emities, Vol. 20 (1986) 335—339. 

Evans, D. J., Shao Jian-ping, Kang Li-shan, Chen Yu-ping; The 


' convergence rate of the fSehrawz alternating. procedure (11) - or 


"two-dimensional problems, International Journal of Cotüputer 


Methematies, Vol. 20 (1986), 157—170. D 


: Kang Li-sham, Evans, D. J., The convergence rate of ihe Schwarz 


— 998 — 


[82] 


[833 


[84] 


[85] 


[86] 


[87] 


[88] 


[89] 


[90] 


[91] 


alerniting procedure (III)-Jor Neumann problems, International 
Journ! of Computer Mathematies, Vol. 21 (1087), 85-108. 

Evans D, J., Kang Li-shanm, Chen Yu-ping, Shao Jian-ping, The 
eor vergonve rate of the Behwarz alternating procedure (IV)- With 
peeudo-boundary relaxation factor, International Journal of 
Oomputer Mathematics, Vol. 21 (1987), 185-203. 

Kang Li-shan, Parallel algorithms and domain decomposition, 
Lecture Notes in Mathematics, 1297, fpringr-Verlag (1387), 61— 
75. 

Bhio Jiun-ping, Kang Li-shin, An asynchronous parallel mired 
algorithm for linear and nonlineir equitions, Parallel Computing, 
Vol. 5 (1987), 313—321. 

Kang Li-shan, Evans, D, J., The convergence rate of tho. Schwarz 
alernating procedure (V)-For more that two sublomains, Internal 
tional Journal of Computer Mathematics, Vol 38 (1988) 295~ 
313. 

Bhao Jian-ping, Kang Li-shin. Chan Yu.ping, Evans, D.J., The 
eonvergenco rate of the Βολπ ubterns!ing procedure (VD -For 
unsymmetric problems, Internationi] Journal of Computer 
Mathematics, Vol. 25 (1988), 133—154. 

Liu Yu-hui, Kang Li-shan, Evans, D. J., The convergence rote of 
the Schwarz alternating procedure (V II)-For the sım of two disks, 
International Journal of Computor Mithm iie Vol 27 419599), 
55— 65. 

Chen Lu-juan, Kang Li-shan, The convergence factor of ΒΑΡ for 
multi-dimensional problem: in Parallel Algorithms Anl Domain 
Decomposition, Xang(E.) (1987). 141—118. 

Rio Chuan-rii, Symmetrie domin decomposition (SDD), An exact 
procedure for solving linear PDEs in Parallel Algorithms And 
Domin Dscomoosition, Kang (Ed.) (1987). 161-176. 

Evins, D. J., Kang Li-shan, New domin decomposition strategies 
for elliptic partial deferential equations, in Domain Deeomp 

Methods, Tony F. Chan, et al. (Eds), SIAM, Philadelphia, (1989), 
(1989). 

Chan, T. F., Hesasco, D., Hypercube Implementation of domain 


— 984 — 


[92] 


[09] 


[94] 


[95] 


[96] 


[97] 


[98] 


[99] 


[100] 


(101] 


decomposed fast Poisson solvers, Hypercube Multiprocessors, 1987, 
M, Heath (Ed. ), SIAM, Phiadelphia, 738~746. 

Bjorstad, P. E., Widlund,O. B., Iterative methods for the solution of 
elliptic problems on regions partitioned into substructures, Dept. 
Comp. Βοῖ,, Tochn. Rep. 136, NYU, 1984. 

Matsokin, A. M., Nepomnyashehikh, 8. U., On the convergence of 
the alternating subdomain Schwarz method without intersections, in 
Approximation and Interpolation Methods, Movesibirsk, 1981 
(Russian). 

Lu Tao, Shih Tsi-min, Kien Ohin-bo, Two synchronous parallel 
algorithms for partial differential equations, JOM, Vol 6, No. 8. 
(1988). 

Neumann C., Leipziger Berichte 32(1870), 264—831. 

Kantorovich, L. V., Krylov, V. I., The Approximate Methods of 
The Higher Analysis, Interscience Publishers, Inc., 1964. 
Matsokin,A. M., Fictitious component method and modified difference 
analogue of the Schwarz method, in Computational Methods of 
Linear Algebra, Akad, Nauk SSSR, Novesibirsk, 1980, 66-7 
(Russian). 

Stoutemyer, D. R., Numerical implementation of the Schwarz 
alternating procedure for elliptic partial differential equations, 
SIAM J. Numer, Anal, Vol., 10, No, 2(1973), 308—326. 

Kang Li-shan, Evans, D. J., Strategies of domain decomposition 
for designing parallel algorithms, Proceedings of Parallel Computing 
89, (1989). 

Shao Jian-ping, Kang Li-shan, Symmetric domain decomposition 
for linear operator equations, in Parallel Algorithms And Domain 
Decompos tion, Kang (Ed.) (1987), 177 -.185. 

Kang Li-shan(ed.), Parallel Algorithms and Domain Decomposition, 
Wuhan University Press (1987). 


IA 


线性 代数 与 多 项 式 的 快 远 算 法 
BELT 

和 矩阵 特征 值 问题 
TUE OB GT 

索 伯 列 夫 空间 引 论 
样 条 与 播 值 

计算 组 合 数 学 

奇异 摄 动 中 的 边界 层 税 正法 
沃 尔 什 消 数理 论 与 应 用 

多 项 式 最 佳 到 近 的 实现 

外 推 法 及 其 应 用 

曲线 曲面 的 数值 表示 和 逼近 
对 称 和 矩阵 计 算 

广义 逆 矩 阵 的 基本 理论 和 计算 方法 
蒙特 卡 罗 方 法 

非 线性 方程 的 区 间 算 法 
人 铭 入 误差 分 析 引 论 

解 边 值 问题 的 迎 辽 人 金 方法 
不 动 点 算法 

发 展 方程 的 有 限 元 方法 
非 线 狂 方程 组 迄 代 解 法 
数值 解 高 维 偏 微分 方程 的 分 裂 法 
Padé 逼近 概论 


李 立 康 
RANA 


REIT DER 


24 dec A t. 
EA UOS 


游 兆 永 编著 (已 出 版 ) 
FARRE CHRO 
草 志 浩 编 著 ( 已 出 版 ) 
王仁 宏 编著 (已 出 版 ) 
3 085) 4838 ECER 
李 岳 生 编 著 ( 已 出 版 ) 
朱 自 强 编著 (已 出 版 ) 


. 苏 煜 城 编著 (已 出 版 


任 福 贤 编著 (已 出 版 ) 
aAA EHHO 
邓 建 中 编著 (已 出 版 》 
UU (8 ΗΝ) 
蒋 和 尔 雄 编著 (已 出 版 ) 
何 烛 初 编著 (已 出 版 ) 
徐 钙 济 第 著 ( 已 出 版 ) 
邓 乃 扬 编著 (已 出 版 ) 
BR BRECHO 
李 荣 华 编著 (已 出 版 ) 
王 则 柯 编 著 ( 已 出 版 ) 
薄 朋 游 编 著 ( 已 出 版 》 
TRAA CELER BIO 
iE LUZ CELIB ABO 
RERA 3458 C ἘΞ. ΕΙΡ) 


[General Infornati on] 


4 


Ξ286 
SS] 40070549 
DX] = 


-1990] 11 


ΞΕ 


U ο UN πι 


o-JleMano 


B 


-anepknMaH 


-anepknMaH 


J£ UN H 


Schvarz 


Ni -SR 


M3 Mi ti gri d) 


